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内 容 简 介 ү) 1 | ” ， A 


本 书 内 容 大 致 可 分 为 两 类 : -类 涉 及 最 子 力学 基本 概念 和 原理 ,而 在 一 
般 教 材 中 很 少 谈 及 ; 另 一 娄 涉 及 量子 力学 在 各 前 洛 领域 中 的 应 用 和 新 进展 ， 
本 书 前 三 章 涉及 其 子 力 学 中 的 相位 问题 ,包括 Lewis +., Beny ЯЯ. АА ЯН. АВ 
效应 Landau 能 级 和 重力 相 移 等 .第 4 章 介 绍 越 对 称 量 子 力学 方法 .第 5 章 计 
述 中 心力 场 中 的 径 向 Schrödinger 方程 的 因 式 分 解 和 四 类 升降 算 符 .第 6 章 
介绍 谐振 子 相干 态 . 第 7 章 讲 述 密度 矩阵 .全 癌 粒 了 体系 波 函 数 的 置换 对 称 
人 性 是 否 是 其 子 力 学 一 条 基本 原理 ,将 于 第 8 章 中 讨论 .第 9 章 讨论 一 维 势 轩 
的 透射 振幅 的 极点 与 束缚 能 级 的 关系 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 物理 类 专业 本 科 生 ,研究 生 和 教师 的 教学 参考 书 ， 
以 弥补 一 般 教 材 的 不 足 .本 书 也 是 科研 工作 考 的 一 本 有 用 的 参考 书 . 
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《量子 力学 专题 分 析 》( 上 ) 于 1990 年 问世 以 来 ,受到 各 界 读者 
欢迎 ,认为 这 种 类 型 的 教材 对 于 提高 目前 国内 高 校 的 量子 力学 教 
学 水 平 很 有 帮助 .很 多 读者 建议 ,其 它 几 门 理论 物理 课 最 好 也 能 出 
版 类 似 的 专题 分 析 . 据 继 ,高 教 出 版 社 也 计划 组 织 出 版 电动 力学 、 
统计 物理 等 专题 分 析 .还 有 一 些 读者 来 函 , 希 望 本 书 下 册 能 尽快 出 
版 .得 退 至 今日 , 才 得 以 脱 稿 .主要 原因 是 写 这 类 教材 ,不 仅 需 要 实 
际 的 教学 经 验 , 还 要求 作者 在 与 该 学 科 有 关 的 前 沿 领 域 有 较 长 期 
的 科研 经 历 ,否则 很 难 敌 到 合适 的 选材 和 中 肯 的 分 析 . 

与 上 期 相似 , 书 中 内 容 大 至 可 分 为 两 类 ;一 类 涉及 量子 力学 基 
本 概念 和 原理 的 问题 ,而 在 一 般 教 材 中 很 少 痰 及 . 另 一 类 则 涉及 量 
子 力 学 在 各 前 洪 领 域 中 的 应 用 和 新 进展 .这 些 内 容 对 于 基础 理论 
课 教 材 的 现代 化 和 培养 跨 世 纪 人 材 是 很 必要 的 ， 

本 书 前 三 章 内 容 都 涉及 概率 波幅 中 的 相位 .Dirac 曾经 指出 ， 
相位 是 导致 原子 世界 中 一 切 干涉 现象 的 根源 ,其 涵义 至 深 , 且 隐 上 星 
难 解 .应 该 说 ,一 般 教材 中 对 相位 的 立 述 是 相当 肤浅 的 .例如 ,关于 
相位 不 定性 (phase uncertainty) 问 题 以 及 含 时 力学 量 的 本 征 态 的 相 
位 不 定性 与 自然 界 中 量子 态 ( 包 括 相 位 ) 随 时 间 的 演化 规律 的 关 
系 , 并 不 是 很 多 人 都 很 清楚 .关于 相位 相 于 性 消失 (qdecoherence) PJ 
题 的 研究 , 仍 处 于 初期 阶段 .这 是 介 观 物理 中 特别 关注 的 问题 ,也 
涉及 量子 力学 与 经 典 力 学 的 关系 这 个 报 本 问题 .电磁 场 矢 势 АЯ 
标 势 p ,在 经 典 电动 力学 中 只 是 作为 计算 电磁 场 强度 的 方便 的 数 
学 工具 而 引进 的 .带电 粒子 受 力 ({Lorentz 力 ) 只 依赖 于 电磁 场 强度 ， 
所 以 人 们 认为 入 和 ww 本身 并 无 什么 物理 实在 性 .在 量子 力 党 中 由 
不 然 . 它 在 基本 方程 (Schradinger 方程 ) 和 波 函 数 的 相位 中 都 不 可 

. 4. 


避免 地 出 现 秋 势 和 标 势 .在 Feynman 路 径 积 分 理论 中 ,传播 子 的 相 
位 也 不 可 避免 地 出 现 和 和 pp. 夭 势 生 的 物理 实在 性 已 通过 它 对 相 
移 的 影响 所 产生 的 于 涉 现 象 得 以 证 实 {AB 效应 ) .重力 势 所 导致 的 
JH Z ,也 已 在 于 涉 实验 中 被 证 实 . 事 实 上 ,近年 来 量子 力学 在 各 前 
沿 领 域 中 的 新 进展 ,大 多 涉及 相位 问题 . 

第 4.5 两 章 涉及 超 对 称 量子 力学 方法 .但 与 量子 场 论 中 讲述 
起 对 称 性 的 侧重 点 不 同 ,第 4 章 中 只 是 把 它 作为 非 相 对 论 量子 力 
学 中 求解 一 维 体系 的 能 量 本 征 值 问题 的 方法 来 介绍 ,实际 上 是 
Schrödinger 处 理 谱 振子 的 因 式 分 解法 的 推广 .第 5 章 系 统 介绍 中 
心 办 场 中 径 向 Schrödinger 方程 的 因 式 分 解 的 新 进展 .分 析 表 明 , 只 
当中 心力 场 为 各 向 同性 谐振 子 热 和 Coulomb $> 8, 4 8 Schrödinger 
方程 才能 进行 因 式 分 解 ,并 导出 能 量 和 角 动 量 的 升降 算 给. 这 两 
种 中 心 势 者 具有 除了 几何 对 称 性 {空间 旋转 ) 之 外 的 动力 学 对 称 
性 ,这 就 导致 能 级 进一步 简 并 ,因而 可 以 引进 四 类 升 、 降 区 符 .值得 
注意 ,在 经 典 力学 中 有 一 条 著名 的 定理 一 Bertrand 定理 :只 当中 
心力 遵守 平方 反比 律 或 Hoke 定律 时 ,粒子 束缚 运动 轨 痢 才 是 闭 
合 的 .分 析 表 明 , 径 向 Sehridinger 方程 的 因 式 分 解 与 经 典 粒子 轨道 
的 闭合 性 有 密切 的 关系 ， 

第 6 章 介绍 相 于 态 , 它 是 一 种 特殊 的 非 定 态 . 当 裙 Schrödinger 
引进 谐振 子 相干 态 ,原本 是 为 了 探讨 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 . 
加 世纪 60 年 代 后 , 相 于 态 在 量子 光学 中 得 到 广泛 应 用 和 发 展 .在 
这 星 ,相干 态 作为 光子 数 不 确定 的 一 种 特殊 的 态 , 有 极 大 方便 之 
处 ,近年 来 在 原子 和 分 子 的 Rydberg 态 研究 中 也 很 关注 相 于 访问 
Ж. 

#7 ЖЛ ЖЕКЕ ШЖ. 2 ШОРА XSNMNEARTXX63 SESA, 
即 纯 态 和 混合 态 问题 .这 有 勋 于 更 深入 理解 量子 态 概念 ,也 有 助 于 
渡 清 量子 力学 中 长 期 争论 的 一 些 问题 ,例如 EPR ЖЖ яп Bell 不 等 
A. 

全 同 粒 子 体系 的 波 函 数 的 置换 对 称 性 ,是 不 是 量子 力学 的 一 

254. 


条 基本 原理 ”有 人 认为 是 ,多 数 人 认为 它 只 是 微观 粒子 的 一 种 内 
意 对 称 性 (全 同性 ) 所 得 出 的 一 个 推论 ,但 论证 并 不 很 令 人 满意 .第 
8 章 将 分 析 这 个 问题 ,并 着 重 指出 全 同性 是 一 种 可 观测 量 ,并 与 态 
的 量子 化 密切 相关 . 

通常 量子 力学 教材 中 ,散射 问题 和 束缚 态 能 量 本 征 值 问题 往 
往 分 开 讨 论 .实则 两 者 密切 相关 .束缚 能 级 的 位 置 总 是 散射 所 幅 在 
正 虚 天 轴 上 的 极点 所 在 .第 9 章 以 许多 常见 的 一 维 势 叶 为 例 ,分 析 
其 透射 振幅 的 极点 ,并 与 束缚 定 术 能 级 的 计算 比较 .这 是 初学 者 极 
有 益 的 练习 ,有 助 于 深入 理解 束缚 定 态 ， 

相对 论 和 量子 力学 是 20 世纪 物理 学 两 个 最 伟大 的 成 就 .就 对 
人 类 近代 物质 文明 的 影响 来 讲 , 后 者 甚至 超过 前 者 , 凡 乎 没有 哪 一 
门 近 代 物 理学 分 支 和 与 近代 物理 相关 的 这 缘 学 科 能 离开 量子 力学 
这 个 理论 基础 .可 以 毫 不 奔 张 地 说 ,没有 量子 力学 的 建立 ,就 没有 
人 类 的 近代 物质 文明 .重子 论 的 提出 , 快 一 百年 了 .量子 力学 体系 
的 建立 已 历 70 余 载 . 应 该 说 它 是 一 门 比较 成 熟 的 学 科 . 但 也 应 该 
认识 到 , 它 还 是 一 门 在 发 展 中 的 学 科 . 即 使 在 现今 的 理论 框架 下 ， 
也 还 有 许多 问题 有 待 探 明 .何况 量子 力学 在 各 前 沿 领域 中 的 应 用 
还 正方 兴 未 英 , 有 待 开发 的 东西 还 层出不穷 .本 书 所 讨论 的 一 些 间 
题 , 只 不 过 是 其 中 很 少 的 一 部 分 .如 果 本 书 能 引发 青年 学 生 、 教 师 
和 科研 工作 者 多 去 思考 一 下 所 碰 到 的 量子 力学 问题 ,也许 对 发 展 
这 门 学 科 有 所 祥 蔓 .物质 世界 是 不 可 穷尽 的 .人 们 对 它 的 认识 也 是 
没有 止境 的 . 
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量子 力学 中 的 相位 


杨振宁 先生 在 纪念 Schridinger 诞辰 100 周年 的 文章 :1 让 ,一 
开头 就 引用 了 Dirac 的 一 段 重要 的 话 : (21 

“(ай r T ,不 对 易 性 是 否 真 足 量子 万 尝 新 概念 的 主体 ”我 过 
去 -- 直 认为 答案 是 月 定 的 -但 最 近 我 开始 十 疑 这 一 点 .我 想 , 从 物 
理 观 点 来 说 ,不 对 易 忻 可 能 共 非 唯 -重要 的 观念 ,或许 还 在 在 某 些 
НЕННЕ ,市 且 量 子 力学 带 来 的 一 些 通 稍 的 概念 ,或许 还 帘 费 
作 某 些 更 深刻 的 改变 . Dirae 进 - : 步 讨 论 了 这 个 问题 ,并 得 出 结 


[1 J Yang М. 5ушие root of nunus ohe, Complex phases ami Erain Schrisdlinger. I: 
Kilmister C W ed. , Schrodinger Cenlenary Celelratiari of a Folymath. New To Cambridge Unis. 
Press, 1987.53 ~ 84. PTE УС: PF, СЕЙ. ПОЛЕ ЗЕ, 1101). ЖН A LE BS E БП 
BRETEN, HAI Ж Е 60 J АЛ. 

{2} Dirac P A M.Ficlds & Quana, 1972{3):130. Ја, П F: 

“The question arises whether the nonannimtalion 15 really the main new idea of quanta rie- 
chanics. Previously I always thought it was but zecently 1 have Бершт to doubt it and іо think that 
maybe Imm ihe phvsical poini of view, the noaneommautation is пої the only important idea and there 
is perhaps some deeper ides, some deeper change in our ordinary concepts which is brought about 
by quantum mechanics.” 

“So if опе aska what is the main feature of quantum mechanics, J feel inclined now іо say ihat 
it is Dol noncounylalve algebra. D is Ihe existence of probability amplies whick underlie al 
atomie згоссянех. Now a probabidiy armlitinde i pelalesl 1o experimen but idy partially. The squaw 
oÍ its modulus is something that we can oba rve. That is the probability which the experimental peo- 
ple get. Bul besites that Ihere is а phuse. a number of хиих unily which сап пиу without af- 
{екл тор he sjuare of the miatilus, Arad thia phase ia ай нпролапі Deratise ii is the suro: of all im- 
terference phenomena but is physical significance is obseure. Su the real genius of Heisenberg and 
Sehrädinger, you ти} say, was W diseove:r the existence of probability amplitiwlss cantanging this 
phase quantity which is very weli hidden in nature агы] it is because it was so wall hidden thal peu- 


ple hadnt thought of quantum mechanics much earlier.” 


i: 所 以 ,如 果 有 人 阿 , 量 子 力 学 的 主要 特征 是 什么 ”现在 我 倾向 
于 说 ,量子 力学 的 主要 特 往 并 不 是 不 对 易 人 代数, 而 是 概率 幅 的 存 
在 .后 者 是 全 部 原子 过 程 的 基础 .概率 幅 是 与 实验 相 联 系 的 ,但 这 
只 是 问题 的 一 部 分 .概率 幅 的 模 方 是 我 们 能 观测 的 某 种 量 , 即 实 验 
者 所 测量 到 的 概率 ,但 除 此 以 外 还 有 相位 , 它 是 模 为 1 的 数 , 它 的 
变化 不 影响 模 方 .但 这 个 相位 是 极其 重要 的 ,因为 它 是 所 有 干涉 现 
象 的 根源 ,而 其 物理 含义 是 极其 隐 星 难 解 的 .所 以 可 以 说 ,Heisen- 
berg 与 Schrödinger 的 真正 天 二 在 于 他 们 发 现 了 包含 相位 这 个 物理 
量 的 概率 由 的 存在 .相位 这 个 物理 量 很 巧妙 地 隐 蓝 在 大 自然 中 , 正 
是 由 于 它 隐 藏 得 如 此 巧妙 ,人 们 才 未 能 更 时 建立 起 量子 力学 ”. 

杨振宁 先生 还 提 到 ,人 人 们 对 于 Dirac 的 见解 也 许 有 不 同 欧 看 
法 , 即 究 竞 是 引入 不 对 易 代数 重要 ,还 是 引入 包 会 相位 的 概率 幅 重 
要 .但 无 论 如 何 , 对 于 物理 学 家 描述 自然 来 讲 , 两 者 都 很 重要 则 是 
毫 无 疑 交 的 . 

在 通常 量子 力学 教材 中 ,对 于 引进 算 符 和 不 对 易 代 数 来 描述 
可 观测 量 , 都 答对 了 足够 的 简 帆 来 详细 阐述 ,而 对 于 概率 幅 的 相 
位 ,虽然 也 都 提 到 ,但 从 教学 经 验 和 效果 来 讲 , 初 学 者 对 于 相位 和 
态 警 加 原理 的 理解 ,总 是 不 如 对 Schrödinger 方程 和 算 符 运算 那样 
具 优 ,而 且 往 往 还 有 不 同 程度 的 误解 .事实 十 ,从 加 世纪 550 年代 
末 以 来 ,量子 力学 理论 的 - - 些 重要 进展 ,大 多 涉及 相位 问题 .由 此 
可 网 Dirac 讲 这 -~- 段 话 的 深 启 合 义 .很 可 能 有 些 问 题 ,人 们 对 它们 
的 理解 还 不 十 分 清楚 .下 面 就 我 们 了 了解 到 的 几 个 问题 提出 来 和 大 
家 讨论 ,也 证 有 助 于 更 次 人 地 理解 这 些 癌 题 . 
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为 了 对 比 , 先 讨论 Hamilton 量 不 含 时 情况 (3 和 /931 = 0). 此 时 ， 


[3] Lewis Н R,Riesenfeld W В. Ј. Maih. Phys. ,1969,10.1458. 
т 2 а 


АЖЕН Ы (ВЕН) 能量 本 征 值 不 随时 间 变 化 (dgE/dt = 
0) .体系 存在 严格 的 定 态 .考虑 体系 的 某 力学 量 六 = 所 1, 它 随时 间 
的 变化 遵守 下 麟 方 各 
Р _ 1А, A Р. (1) 

如 

dF _ 

di — 
ПШ 天 为 体系 的 字 恒 量 , 通 常人 们 感 兴 趣 的 守 便 量 是 不 含 时 的 ， 
12/2: = 0. 此 时 ,只 要 


+[Ë, H] + Э Р = 0, (2) 


[F ,B] = 0， (3) 
则 Ë 为 守恒 量 .这 种 不 含 时 守恒 基 的 特点 是 它 与 Й XJ E , Mi ul 
DRE A 的 共同 本 征 态 . | 
(ñ. Ё, ES R K ЖЛ SF TE E SZ Ж, 共同 本 征 态 记 为 
| mv 标记 简 并 雯 ， 


É lne) = Кулы). (4) 
体系 状态 随时 间 的 演化 | yb 遵守 Schrödinger 方程 ， 
iñ > (е) = Й|ф()). (5) 
设 体 系 初 态 为 
00) = 2 C. n), С, = (п»|ф(0)), (6) 


则 方程 (5) 的 一 般 解 可 表示 为 
CIOD ON Et | ny) 


= > Culn ty, (7) 
式 中 
Гл, ву = е а) (8) 
ЖК И] АЕ ВЕ РА Ж.К SR. (7) K С ЖР е, RIE 
决定 (网 46) 式 ). 


E АЖАН (а/г =0), 对 十 含 时 不 变量 (ddi = 0, 但 
9F/91z0), 有 LE, 有 Hz#0. 能 星 本 征 态 不 可 能 为 六 的 本 征 态 ,反之 
亦 然 .所 以 含 时 守恒 量 太 其 本 征 态 并 无 多 大 意义 . 

以 下 讨论 НЕ КЖ (28/920). А, д 


di 1 + ] 
q = ili, й). 9120, = (9) 


的 力学 量 100) (Ә Әг 0), 822 SPF AS Em. БЕК (г), (Р) 
= 0. ВТА ВЕЛ АА Е К © ЖЕ. {Н ЖУ {@ E IK ЕЛЕ tu Ha) 
在 内 的 一 组 守恒 其 完全 集 ( 其 中 没有 请 (1)), 其 共同 本 征 态 记 为 
| Ac , 1), 


HY) Ак!) = AAKE), (10) 
к 标记 简 并 态 . | Ак, E E 2 ИЕ 
(Ак, 1\АК, У = булбу. (11) 


容易 证 明 : 
(а) 本 征 值 4 不 随时 癌变 化, адла; = 0. 
(b) 一般 说 来 , Ак ,2 不 满足 含 时 Schrödinger 方程 .但 | Ак, t) 
具有 一 个 会 时 相位 不 定性 .可 以 经 过 一 个 售 时 相位 变换 
后 ,使 之 满足 舍 时 Schrodinger 方程 ， 
证 明 如 下 : 
(а) Coan t RI, fF 


H дк, t> + i ак, 19 = dà A je, t> + А F 2 (ак, t. (12) 
ПЕНА япон H=}, À экв 


ЧА = = 《es к, 22 (13) 
其 次 ,利用 守恒 量 条 件 { 人 9) 式 对 | ， ,运算 ,得 
{А О ie,t) + PA har, t) — АЙ last) = 0. (14) 


ARA lU ,得 
А 4 ^ 


в (А „| Акы) СА АСА, РААК, 2) = 0. (15) 
“ГЕ А'=А(к' = x к зею, Ву) ,得 
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Ак’, z làr, l; = Ü. (16) 


代入 (13) 式 ,得 алии = 0. 
(b) ЖЕ =] адл =0,f12) 式 作为 


„д 2] 
(À — 1) a АКН) = 5, [axe st, 
АЗСА кт, ,利用 (15) 式 ,得 
IEA- ALAK Ак, 2) _ (А ANA 1Й laet). 


(17) 
Н, ЧАА (к=к к зю, пе), 18 


ТЕТУ, = (Ак, АЛАК, t>. (18) 
但 注意 .14 = А Б], EARN- дА r ИГД, s| A<. BU 6 ВЕ, 
HEIRE Ак, DWE Schrödinger 方程 , 所 以 ,-- 般 说 来 ， 
h 1де, 0) = Й |Ак, 2) 


并 不 成 立 . ТП, ЖЕ | Ак, ес ВЕ AAAA 
态 | y(t))， 


lya = Уа, (it) | Ag 15, (19) 
展开 系数 a, GESIT (‚ж-ы (7) p, М ЖК e 
| g(t 并 无 优越 性 ， 


a OPADE RES, OONA BR 


* * „а п = э 1l ik f ая пш 


Вр А TES. 


{дк} — 1А, 1) = е“? Ак, 2), (20) 
. 5 А 


Ак, 1) Ак ty DA AOE ERE EARE), EA 


一 性 也 保持 不 变 . 但 此 时 ,我 们 可 以 要 求 | SZ , t) WEE Schrödinger F 
程 ， 


A (21) 
用 (20) 式 代入 ,得 
-各 Met 上 入 ES laes) = ЙІ) | ax ,1), 
ЭВ (Ак', 1,19% 
һа 8 = (Ak'a lik g ВАЕ, 0). (22) 
ДТ Е А, ЖК к зек В лан А О, BERE А 给 定 的 子 空 
间 中 ,可 以 把 (ia £ - A) 对 角 化 ,而 这 是 可 以 做 到 的 ,因为 
(а) 为 厄 米 算 符 .也 就 是 说 ,总 可 以 找到 alt), EZ 
是 
ha = Ак, (1А 了 - H(t) | Ак, г). (23) 
对 积分 ,得 
ax tt) - a, (0) = ае бак, +55 _ Diet). (24) 
CIPRA Lewis АҢ. 


考虑 到 | Де, 1) = eu | де, г) Е Schrödinger 方程 ,并 且 是 
完备 的 ,所 以 满足 Schrodinger FERAS | 4(t)) 总 可 以 用 它们 
来 展开 ,展开 系数 不 青 依赖 于 时 间 ， 


(02) = 16.6909 | e,t), (25) 


Єк = ei OA ‚0 ф\0)), 
AP ayl OHONI Н. 
. б А 


例如 , 设 | g0)? = | Aoko „0? ‚Ж Cie = Ba д етуи) А 
而 
| ф( t)? — elm ко 001 | Agrot? , (26) 


t |。 g 
aat) 一 aa w (0) = [dr (oso, til д 
Йб, | 
— ч Аро» L >, 


ИП ХЕ еВ ЖАКА T S BJ SF TE Br I) ЖЕЕ. 25 ( 33 Л АЙ Br ЖН 
|] ), УЧЕ Pr BJ Ap А. 如 初始 态 为 


10(0)) = > C. 1Ак,0), (27) 
则 
oC) = > бше 00-909): |а, ү), (28) 
Ак 
1.2 Berry 91191 


为 对 比 , 先 考虑 Hamilton € ОЁ КЕНЕ. ВЕН УРЕ Е, 
Б EA -组 守恒 居 完 全 集 的 共同 本 征 态 记 为 1g wy， 
Ñ lba) = 实数) (1) 
фа Ф) = бән. 


Pr k 349] 25 Л 
| ó(0)> = 1ф,), (2) 
容易 证 明 ， 
(09) = eB у) = TE | 但 (9)》， (3) 
严格 满足 Schrödinger 方程 
A (4) 


[4 } Нету М У. Pro. Roy.Soc., 1984, A392.45. 


ет igu _ E s/h 常 称 为 “动力 学 相 ”( dynamical phase). 方 程 (4) 的 
一 般 解 可 以 表示 威 


PY = У Cne EE фу, (5) 
式 中 展开 系数 C 不 依赖 寺 时 间 1, 由 初 态 1 #400)) 决 定 
Сы = Spal 0)). (6) 


现在 考虑 Hamilton ЖОЙС) AMKA. e mÓ gË EL X Ез {Н 
E ,体系 不 存在 严格 的 定 态 , 通 常 BO OO ЖЖЖ 及 (4) 而 随时 间 
演化 ,例如 R(t) 代表 外 磁场 B(1) 或 外 电场 EG). R(t) 张 开 一 个 
参数 空间 .六 (R(2)) 随 参数 ROA mE 站 而 变化 .但 我 们 不 妨 
考虑 Â CROG H RRT Æ E (instantaneous eigenstate ) ; 
ÄR) | Pa Ё(:))) = Ea RCD) pa RE), (7) 
Cp RED | Ew (RU) = ды. 
ERRUTEA 吾 的 某 瞬时 本 征 态 ， 
|4Ф(0)) = | CROY. (8) 
车 一 看 来 ,似乎 | UNTURA 
00) = epf- ES E (RG Od Св), 09) 
但 这 是 完全 错误 的 0351 因为 它 不 满足 Schrödinger 方程， 


iA O) =Ĥ g(t) + exp| 一 аи, св] 


x ik S RU)? 


= ВФС), (10) 
(9) нА АЖИН Е, САС) ӘВЕ ASET, 
ЖУЛА ФЕ A, ( R (т) ) B8 J [3] Ж Е И Ў ДЕ Schrödinger 动 
力学 方程 . 


[5] Zeng] Y,Lei Y А. Phys. Rev. ,1905,451:4415. 
. 8 = 


事实 上 ,在 含 时 情况 下 ,Sehradinger 方程 的 -- 般 解 仍 可 表示 成 
Ф009) = Des Dorp = Ede EC RED] оао), 


(11) 
{А л С, (УЖ T t, 
C.a (t) = (gal RC ер + |° dEn RCE ))| 
(12) 
其 初 值 为 
CaO = Cp RIONI ф(0)). (13) 


设 | (0) = | £ RO), В C. (0) = 3 但 这 并 不 能 保证 C. (2) 
ma 所谓 绝热 近似 和, 即 假 设 (с) TCR ЕЕ ,使 

C. t) = Sum (14) 
ВССУ gD -DAF ЯСАСА Е, (R(:)). 
但 应 注意 ;即使 在 绝热 近似 下 ， 

C.a (t) 人 (15) 
因为 这 样 给 出 的 解 ( 见 {9) 式 ) 根 再 不 满足 Schrödinger 方程 ( M, ( 102 
yK). 正确 的 绝热 近似 解 (保证 概率 守恒 ) 应 为 


|ф( УУ = а, (гер - - if dř E (RU ))] IERD (16) 
|a,(4)|2 = 
因此 可 令 
anka) = еб, (B Gi) Ж). (17) 
用 (16) ,17) 式 代入 合 时 Schrödinger н, Xi e ВА nj 48 h 


Balt) = ЫК „О RU) | Ж? (R(r))). (18) 


6] ФИ, 22:10; Mesiah А. Quantum Mechanis Voi. . Amsterdam: North- Halland , 
1961.739 ~ 742,744 ~ 758; hift L І. Quantum Meharia. 3nd. ed. New York: МоСгам- ШИ, 
1968.289 ~ 201,44). 
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此 即 Berry 绝热 相 (adiabatie phase). 4 #h Ur f 8 ( 16) РАЈАН PI T 
ait 中 中 的 


ali) =- аг, (029), (19) 


习惯 上 称 为 动力 学 相 (dyrnamical phase). 但 从 上 述 推导 可 以 看 出 ， 
е тч 
Schrödinger 57 JH FE. 因此 ,从 根本 上 来 讲 , 无 沦 о (г) B.C r), 
其 根源 都 是 动力 学 的 要 求 


当然 ,正如 Berry 所 作 的 那样 ,{18) 式 可 以 化 为 参数 空间 中 的 
积分 


R(:) д 
BC) =з] ав RR — 00) 

设 HCR(E)) 作 周期 性 变化 , Rr) = КОО), 
(CR(r)) = Н(В(0)), 21) 


则 (20) 式 中 在 参数 空 辐 中 的 积分 是 裕一 条 闭 曲 线 С 的 积分 . 此 
时 ,Bery 相 可 记 为 8( C) , 


ВСС) = facr) ` dR, (22) 


А,В) = Ch RN |, (RD). (23) 


不 难 证 明 ,4 (OAKA E A B,CC) 也 为 实数 . 
利用 Stokes 定理 ,(20) 式 可 化 为 参数 空间 中 的 商 积 分 ( 见 图 
1.1) 


LEl ME Са, СК) | WCRI》 = 1, 有 
GCR) Св) + раво уд СЖ) = 0 
прво | | (R) RR) | PCR) = Ср, Св) | gee. R)" 
为 纯 虚 数 ,所 以 А, СА) 为 实数 . 
= 10 * 


ds 


Bat С, = | [55 x 4,0] as = fe, -as (24) 


EREA ( R) RE EE RPH RE, В, = 57 xA (R)I 
看 成 相应 的 “磁场 强度 ”, 而 8,( C) 代 表 通 过 以 闭 曲线 C 为 边界 的 
曲面 $ 的 “ 磁 通 量 ". 可 以 看 出 ,4 有 如) 与 规范 有 关 , 而 В. (RYA 
B,C) 则 与 规范 无 关 

可 以 证 明 ,除了 “ 磁 单 极 " 奇 点 (由 于 能 级 简 并 引起 ) 外 ， 


V - B,(R) = 0,[V = PK): (25) 


WEP: 
B.(R) = V xA (8) =—ImV x (Q (R)| V ¿¿(R)), 
利用 V x (sa)=(V ú)xa+u V xa, 
B,(R) =- КУ ф,(К) 1х V R)? 


=- mY iV p (R)| é. (R)) x Co RIIY ф„(Е)), 


т > д 


` ZI ` 


Суф, (R)| V „(О R) ан, ) 利 用 
nl R)I (V ИО 


(Sn RNY ф„(Е)) = ЕХЕ) E. (R) ‚ (26) 
得 
B.R) 
- 1 у) aR) ICV B) Gal RY x ó R)I (V B) GAR 
ur (E,(R) - Е.(в)) 
(27) 
Ж X Ju ЖИ ТЇ 
F = -іУ1У (RN (R)| = Ft, (28) 
Wi 
IV Z = АЕ, У. (29) 
Cn ТЕТ, = = iDO Cal V yr) gn [go) 
、 „(МУ Йу, 
=- Кф, | V gn? = 一 p Pa А. 
Вр 
Pml (V Й) |ó, _.,, 
kE E = 1 Ф, ТЕ |4,2. (30) 
所 以 


B (R) = - а (фа ЈЕ) х Caml Fla 


Im F x Е). (31) 


LÈI АРЙ(К)| é (R) = E.(R)| 6 (R) RRE, 

(V ñ) | e, (R> fV $ (R) = (V ERY) |С) + ECR) V | ylR)), 
ER (Ф.К) |, "1% (СК) [СУ 站 (RY + Enn R| V |w (R)> = 
(V ECR èm t E 27 R| V ERD). 

对 于 т з п, ВЈ (26) 式 . 
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而 
V - B.(R) =- mV galt (F x F)| у) 
+ (Ф. (ЕХЕ) | V ф„) 
+ (4,19 - (F x F)| ó.) 
= — Iml- ify |F ` (F x F)| g,’ 
tilgi (F x F): Е.) 
+ (V xF) F— F- (V x F)| дф), 
利用 
УХЕ = іХ Vg) х (У é | = i2 F|ó, x (pF 


=- iF х F (32) 
所 以 YB,(R)=0( 简 并 奇 点 EO (R) = E (R )ER2F). 


例 н 
考虑 自 旋 s= Һ/2 的 粒子 ,有 磁 定 ,在 转动 磁场 B(t) 中 运 
动 ,如 (1) = (B, соз 200, Ву sin 2ew0t, Во), wo = unBor/ (图 1.2). 


Hamilton 8 (Ж H] Раш KZ ) 
Hü) =-р- В, (H = u6) 
А ГЕ; " 


= „В _ B ot 
-| р o В, | (33) 
_ “Ве?! нВ, 
Н(т) = Й(0), т = по. (34) 
容易 求 出 АСЕНОВ ЕТК {Н ЯП Ж iF 20) 
E, = + ру В? + В, (35) 
соп 2 
2 
Ф. (t) = 
sin — e 219! 
8 
一 SIn 2 
ó, (ч) = (36) 
сов эе" 
tan д = Б/В, = уроо з “рр = uB 75. (37) 


显然 6. (тә) = Aó,(0. 
设 初 态 | (0) = | 《0 出 绝热 近 做 解 可 以 表示 为 


\#@)) = а. Dexp[ ¿[arz Сре. (09), 


а. (:)1= 1. (38) 
代 人 Schrödinger 方程 ,对 1 积分 后 ,可 求 出 
а (t) = erivor mn 0/2 (39) 
BI Berry 绝热 相 为 
В (t) = 200 sin28/2. (40) 
经 历 一 周期 后 ， 
Blr) = 2mor sin. (41) 
利用 (34) 式 ,mor =r, 上 式 可 改写 成 
ВОС) = т(1- cos 9) = OCC), (42) 


ОСС) =2х(1- ooag) 是 磁场 如 (在 参数 空间 中 张 开 的 立体 角 . 


-j4 - 


磁 共 振 体系 在 放弃 绝热 近似 二 的 一般 解 也 可 容易 解 出 '?1. 令 


alr) 
|ф(4)) = 2) (43) 
代 人 Schrödinger DFE, CSA GIJA), 
a — бшщ) + ае 2%! а 
(5) ~ |. теўи wo [| (4) 
Ц 
а = iwga — ie e otb, 
b = imetoa — iwah. (45) 
5 
alt} = elre а, b(t) = cal t) eriwo (46) 
代入 (45) 式 ,得 
el = je “>, = loe. 
PIILA JH . 减 ,得 
É) + © = iwer + с), е C) = іа (ср сә). 
积分 ,得 


cilt) + єзї) = [c (0) + cx(0) Је, 
eilt) — ealt) = 100) — cə(0)]e et 
上 两 式 分 别 相 可 . 碱 , 可 得 


elt) = Ty Le) (0) + cx (0) ет" + Jel) – (0) Је"), 


c (t) = 7 {el0) + с200) Је, — [e (0) — az (0) leh, 


(47) 


L7) man. SRE es ЕТТ. Ш f. JE 2) RB MS 25 Lj AU AAI PS И, 
1988.282.Landan L D, рих E М. Quantum Mechanus, New York:FPergama, Press, 1977, 469 
~ Ф710). 
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| p(0)) = М , (48) 


按 (46} 式 ,可 知 с1(0) = ад» сз40) = bo EA (AT) 5, 可 求 出 


clt} = аусов wt + ibo sin wjt, 


cat) = iag“ sin wjt + bo COS wit. (49) 
所 以 
faa ает | 
о {у = (eee " 
[e cos wit + ibo sin wit jeho ) 
р (тар sin wit + bo cos wije orl 
此 即 在 初 条 件 (48) 下 ,| 5(2)) 的 一 般 解 . 
特例 , 设 
、 cos 8/2 
\Ф@)) = 1р. (0) = (809), (51) 


则 在 非 绝 热情 况 下 的 Ву 


— lu É 


(+ соз БЕШ wë + sin © соз wit)e 0 
= (сов сі + isin ĝ * sin wy teo | _ ({)) 
+ і сов Ü sin wite 1, (C1)) (52) 
所 以 在 非 绝 热情 况 下 ,即使 初 态 | (C0) = 1 2 (0)), В AOR 
一 个 瞬时 本 征 态 , 在 上 时 刻 , 体 系 仿 有 E o Ah F F BBT £ tl: 
A. 由 (52) 式 可 知 ,t 时刻 体系 处 于 |w ( t) ВАЕ ШО) 
Р, (1) = cos ð sin”o,)t, 
P_ (t) = coswlt + sin 20 siwt. (53) 
ФЕ з = nnf, n = 1,2,3, 8, Р (O =0, 体 系 处 于 |y_(t)). 但 
注意 ,此 时 
. ]6 ° 


i (t = Am)? = cos өл) + sin 0⁄2 єт” (9) (54) 
可 以 看 出 ,只 有 当 w/wo= В/Ву= n,n = 1,2,3,:- ,Mm £ = пио 
= т/шңу= r AŤ, 
|g(z)> = 1)" | g0), (55) 

| pir) y SEPIE EI E p0, RA Т = $=(n+l)n. СФЕ 
一 般 情 况 下 ,| gir) АШ ШЖ | g0). 

按照 Aharonov-Anandan 推广 了 的 Berry 绝热 相 概 念 ,对 十 一 个 
周期 演化 的 体系 , “动力 学 相 " 定 义 为 (8§1.3, 式 (5)),a(r) = 
-LF aEG), EO = (рб)! йб)! 900). 和 用 (53) 式 ,E(1) = 
p (E, +P GOE = Е|(Р,—Р_)=|Е|(сое 20 sin” ai 一 
сов2 ен | t). ННН wrw = п = By Bos tan 0,r = n/w = пто, BJ 
求 出 afr)= птып 8, M AA НОГ Y J Berry 相 ) 为 B(z) = Ф — 
«(т)=(п+1)т—-тҥп sin ),Ek 3 

п 


Вт) = п[1 + níl - sin ө) ] = n| 1 + (1--—— ||, 


l+ n° 


(56) 
ЇЇ Berry АЯН Bule) = (1 – cos 6) = nll- 1⁄2 п + 1]. J LR 
出 ,在 绝热 近似 下 Cn = worl), АА 相 (56) 式 将 趋 于 Berry 绝热 
相 . 


1.3 Aharonov-Anandan( AA } #8 #7 


Aharonov Ж! Anandan 对 Berry 绝热 相 概 念 做 子 重要 推广 ,即刻 
弃 绝 热 近 似 假定 .他 们 考虑 -个 体系 的 量子 态 ip(1)), 按 昭 
х ] 站 ammtow Y, Anandan J. Phys. Rev. Lett. 1987 5:1553 . 
. IF А 


Schrödinger 方程 演化 ,假设 经 协 -个 周期 = 后 ， 


|ф(т)) = е[4(0)), (1) 
ИП а S| Ж] 2 BAA é. АРЕ ЕМА А, 
pC = еә | (r), (2) 
HER (т) -了 FC0) = 9, В Се) — РИН AB jv E ít, 
[ф(т)› = 1400). (3) 


注意 ,| (41) ) 不 再 遵守 Schrödinger 方程 .用 (2) 式 代 人 Sehródinger 
方程 ， 


1А IO) = — hf|ó(r)2 + е ih AO), 


= H(£)| pt)’, 
左 乘 (1)| ,得 
д 


- M СС) аА 25 19009) = Сре | BG) pae)». 
对 г 积分 ,得 
FE) -FO =F ago 0) 


Г ~ ə- 
+ 192600021127 ly 
= akr) + Вт). (4) 
其 中 абе) = [ago ECO 20), (5) 


В(т) = [шон 21900) = #—а(т) (6) 


他 们 把 xfr) 称 为 动力 学 相 {dynamical phase) ,把 总 相差 # 与 动力 
学 相 afr) 之 差点 -akzry= Br) 称 为 几何 相 (geometric phase). w 
H E ARAR RNF, W. ga A EEA E), A 
alr} = – Ez/k , 即 平 党 所 谓 的 动力 学 相 . Е BCR(1)) 作 绝热 近似 
ЖЕ {КАШ Е (+) УЫ СЕСЕ) ОВЕНА Е СА (Е) ) 5, И 


(с) = E| AERO). ñi Се 
" IS А 


| D 
Пасс СС E tRC). 


(参阅 $1.2,(18)24). 

АЯЛ РИЈА B е”, Simon 那样 (9) 可 以 从 
Hilber 空间 中 态 矢 的 自然 联接 (natural connection) 法 则 来 理解 .在 
量子 力学 中 ,一 个 量子 态 用 Hiber 空间 中 保持 归 一 化 的 天 量 
Се), 

(plell pr) = 1. (7) 
这 里 | (г) 08 -THER EE, MITAR Е АЧА Р, 
ЇЇ — АЕА z Вр 


plt = е9 p(s)), (8) 
wt) | g(t) = 1 (9) 

仍 成 立 . 视 i; 为 参数 , 按 自 然 联 接 法 则 ， 
С) g(t +e)? = 1+ Ое?) (10) 


е 为 无 穷 小 量 . FJ F >Š 
yre)) = ФС) +e Èlglt)) + Ole?) 


dt 


= (0) + elib pa) 


T FOER 


代 人 (10) 式 ,可 得 
= QG) 151900). 
积分 后 ,得 
B) = | arB( li 1009), (п) 


19 ] Simm В. Phys. Вет. Lett. , 1983,51.2167. 
"0 >» 


Бб) ЖАЯ. 
为 进一步 阐明 AA 相 的 物理 会 义 ,下面 先 讨 论 几 个 具体 例子 . 
例 1 考虑 一 维 谐振 子 ， 
Й = рт + T та?а?, (12) 
ВЖЕ УЖНУ 0,0, Е, = (п +172) fw,n=0,1,2,…. 
| ф\0)) = cos 0/2| do? + sin 0⁄2] б), (13) 
ВЕ | 办 ?和 第 一 激发 态 的 和 杰 加 ,参数 日 刻画 两 个 态 的 成 份 . 显 
然 ， 

PCE)? = сов 0/2 + е2 | go) + sin 0/2 - e 32) у). (14) 
0=0 9 х, л | ф(4)У58ХЕ S M 6 = ли 则 意味 着 | о > 
RA, В} УЕ 2 АЕ ЛЕ Ж. ТЕ 25 07 — ЖД + = 2z/o 后 ,| ф(т)) = 
- | (0), BI ЖҢЛЕ{Е $ = r MOHAA GOATER HE 

alr} = тсоз б, (15) 
因而 
Bir) =$ — alr} = ni — сов 0) 
i asi 8 = 0, rGER), 
nF a = 2( 完 全 非 定 态 )， 
即 对 于 定 态 ,AA 相 为 0, 而 对 二 完全 非 定 态 ,AA 相 达 到 极 天 值 x. 
于 述 结 论 对 于 任何 两 态 体 系 均 成 立 . 没 


(16) 


Ë lypi) =+ |Е|\ф,), (17) 
рф 分别 对 应 于 能 量 本 征 信 + 上 | El. 设 体系 初 态 为 
ф(0)) = cos 0/0218) + sin 6/21 y,), (18) 


则 
|ф(%)) = cos 0/2e' Е р у + sin gne Els |, >. (19) 
ЖЯ, EAn с=хА/| Е |5, 1 ф(т)) = |g), В 
HEIE Ф = т, 
- 20 - 


а(т) = neos 8 (20) 
0, 对 于 98- 0, 或 zt( 定 态 )， 
R = 0 ез) = ате = оосар). 
(21) 
由 上 述 分 析 可 以 看 出 ,对 于 两 个 定 态 登 加 成 的 状态 ,AA& 相 可 作为 
刻画 非 定 态 性 的 程度 . 即 对 十 定 态 ,AA 相 为 0, 对 于 非 定 态 ,A& ЯН 
Ж. Эй ‚ЯТ ЧЕ к Ж, AA ЈАНЕ Кі .从 这 个 意 疼 上 
讲 ,AA 和 不 妨 称 为 “ 非 定 访 相 ”(nonstationary phase) ,而 “动力 学 相 ” 
MJ R ERA Н” (stationary phase) . 
例 2 Schrödinger ЖН T £ 0207, 
设 谐振 子 的 初 态 波 函 数 形状 与 基态 相同 ， (Hak ta h. 已 在 偏离 


Фох ха) 


图 1.3 
谐振 子 势 平衡 点 (x = 0HE хо 处 (图 1.3), 


{®|ф00)) = = бах 一 хо) = = е7 уу а = 
Š = axy 2,a = < mar fh = I"! 
ГЛК TEB PFE S EF. 经 过 计算 ( 史 文 献 [6],SchifE.p.75S) ,可 
求 出 


g (x) (22) 


[ 10 】 Schrodinger E. Nahurwresenschaften, 1926, 14; 664. 
里 2} i 


Cx | a” 1 2 
х|ф(}» = Sexp| - z (ах ~ {28сов wt) 


一 ( Tt 一 T atsin 2) | ， (23) 


|æ lel = expl - а= — хс(2))], 


xolt) = ХОСОЗ wt. (24) 
这 是 一 个 振 落 波 包 (围绕 4%=0 点 ), 不 扩散 ,振幅 为 xo, 频 率 为 w, 
与 经 典 谐 振子 的 自然 振动 相似 .经历 一 周期 + = 2л/ 后 ， 
{х|ф(т)» = -zlo0)》, 即 总 相 变 化 由 =r. 用 (23) 式 代 人 (5) 式 ， 
可 求 出 
alr) = 2z(ë2 + 1/2) (25) 
0, 对 于 8 = 0( EZ), 
fr, 对 于 人 = 142080 xo = 六. 
(26) 
即 对 于 定 态 (8 = 0, 1400) = бх), Bir) =0, 而 对 于 xz = 189 
Р, 8С с) 238 КА. 这 种 与 经 典 谐振 子 自然 振动 相应 的 量 
于波 包 ,可 认为 是 完全 非 定 态 . 
例 3 平面 转子 的 相干 态 UN, 


Вт) = Ф – а(т) = 2х8° = | 


平面 转子 的 Hamilton 量 表 示 为 
һ2 2? 
Н =-хрз (27) 
1 为 转动 惯量 ,能 量 本 征 态 和 本 征 值 为 
Palp) = Em = 0, +1, +2, 
mek? (28) 
En = "0. 


(111 Poner W Se Am.J.FPhys. „1993 ,61;1050. 
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设 初 态 为 


(@|e(0)5 = 10, (e) + фф), т zm (29) 


J2 
是 两 个 定 态 的 等 权 羡 加 态 , 如 完全 非 定 态 .显然 
афф (4)) = эуе" т" рете"? ], (30) 
而 
ТСО? = оов Гр -pe 让,A = m ти, 


Pelt) = 00,0 = (т + m). 


(31) 
可 以 看 出 , 波 包 的 极 大 点 (对 N = 情况 ,上 只有-- 个 极 大 ) 以 名 角 速 
率 人 (经典 平 面 转 子 角 速 率 ) 旋 转 , 不 扩散 .经 历 一 周期 + = nh 
(E. Е. Ki m>m') 后 ,总 相 变化 为 
$ =- Er/k +n, E, = 1(Е, + Ep). (32) 
用 (30) 式 代入 (5) 式 ,可 求 出 
а(т) = 一 ETA, 
33 
Blr) = Ф — a(r) =n. 633) 
Ы ЕЕ — ЖЕ. 
按 量 子 力 学 的 基本 假定 ,量子 态 |1 gC), pEr HS A ST 
Schrödinger 方程 . 


ih ŽID) = Й(}\ф()), (34) 
其 一 般 解 可 表示 成 
plt)? = exp| _ агас] |000) ). (35) 


设 经 过 一 个 周期 z 后 
Р 23 . 


|ф(т)) = lg), (36) 
$ AAE. К, 


= (000) lel- t aojo (7) 


按照 Aharonoy-Anandan, 把 # 分 为 两 部 分 , 即 动力 学 相 ” 和 “几何 
相 "( 参 见 (5)、(6) 式 )， 

ЖРК В, ЖН B Жї 19.) A 19,) = E, | Pm?) E 
开 初 态 ， 


|é(0)) = D Cnl Pm), Ca = (фь1Ф(0))›, (38) 
则 
PD = Сет | д) (39) 
用 (39) 式 代 人 (5) 式 ,可 求 出 “动力 学 相 "为 
alt} =— DG, |?Er/h =- Er/h (40) 
则 总 相 变化 9 为 | 
єї? = У) |En 2е-іЕ./% (41) 
Blr) = $- alr). (42) 


Ж, $ alr), 8(т) > 0. 除非 Cn = б„ СЕ Я), Ша 
$=alr)= - E,e/h ,B( z) =0. 

对 于 Я 会 时 的 体系 ,即使 在 绝热 近似 下 ,体系 不 存在 严格 的 
定 态 ,因而 АА 相 就 可 能 出 现 . 


1.4 Berry 相 ,AA 相 与 Lewis 相 的 关系 上 


§ 1.1 FPES, EHE EEE i ( :) B) 23: #E fË + Bü psl ЯЧИ 
其 本 征 态 一 般 不 满足 Schriidinger 方程 .假设 包含 7 了 (7) 在 内 的 一 2 


[12] Zeng J Y,Lei Y А. Phys.Eett. 1996, A. 215,239. 
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守 悟 量 完 全 集 的 起 同 本 征 方 程 为 
et (1) 


Ж) dà/dt =0,{Н ih > law, = HlAac ,并 不 成 立 .然而 可 以 作 一 - 


жыла [гу елде, HER A g e, t = ЙА, 
t> , 则 可 得 
о) = | йг дк, 2 ~ AUD a, ey, 


dg 
ax (0) = 0. (2) 
此 方法 可 以 推广 . 设 只 - -化 的 态 矢 | Ф()›9(4Ф(,)\Ф{(()) = 
1) 并 不 满足 Schridinger 方程 ,我 们 不 妨 作 一 : 含 时 相 变 换 , 今 


|ф(4)) = # | (i), 0) = 0, (3) 
并 要 求 | ш()›& айне 方程 演化 ， 
ЖЕТ IG) = Alpe). (4) 


(зу А (аў: л 积分 .可 得 
KD = аис) le) 


+ аер AUD GO), (5) 
假设 HOA : 微 商 的 算 符 , 则 д) ИТ 
Жа) = ОСЕ - HUD сиу), (6) 


与 (2) 式 相似 .注意 ,| 外 (1)) 不 满足 Schrödinger 方程 ,年 | (r) Й 
ЯЛА, ВЕРНА Р ee 的 出 现 是 由 于 要 求 ， (2 满足 Schrödinger 
动力 学 方程 .如 | 多 (1)) 已 经 满足 Schrodinger 方程 , 则 (е) = 0. 8 
此 归根 到 库 , 所 避 的 来 源 是 动力 学 性 质 的 .下 面 按照 此 精神 ,可 以 
很 容易 导出 Berry 相 和 АА H. 

Berry 绝热 相 . 

ВЖЖ Hamilton 量 为 АОВ (1) ), E% (г) 98 8 ШО н 

А 25 А 


&„Ё(т)= RO) ,因而 (RCT)) = B(R(0)). R(t) 在 [0,z] 期 间 
在 参数 空间 中 线 过 -- 闭 曲线 C.FH(R(GE)) 的 瞬时 本 征 方程 为 
B(RG))' ds RG) = En RC) ga R), 


(ga RCO) фе (RON) = Bo о) 
зата 
00) = lg CRO), (8) 
则 在 绝热 近似 下 ， 
С) æ Сао). (9) 


但 注意 ,作为 АСЕ) ВОВЕ БАЕ ЖЕ (+ 看 成 参数 1) ,| pRa) 
并 不 满足 Schrödinger H FE. EAA- -个 含 时 相 变 换 , 令 


LAD) = е9 д, СС), (10) 
并 要 求 | (1) 满足 Schrödinger 方程 ， 
iñ Ela) = (0) 19009), (11) 


用 (10) 式 代入 (11) 式 ,对 + 积分 ,可 得 出 
ПОКОЕ АЕС, 


- ае JERC). (12) 
Ü 


在 经 历 一 周期 后 ， 

|e(-)) = е^] (R(T))). (13) 
ТЕМ ,К(\т)= R(0),R(R(r))= B(R(0)),R(:)5EfE — £ Wk h 
现在 序 中 . 当 参 数 还 原 时 ,Hamilon 量 也 还 原 .因此 ,通常 取 

l. (R(z))> = |h ROY), (14) 
即 无 相位 变化 , 这样， 

polr) е^ рф, (R(r))) 

eh СВ(0))) = et ф(0)), 《15) 

Ст) AAIE] gO ,但 有 一 个 相 因 子 h, 
faz) = о„(т) + B.Cr), (16) 
а 26 + 


aalr) =- |7, (8009), (1т) 
б\т) -| deC p RODI Ë ,| (R(:))) (18) 
Riz z І Гр 
-| dR (R) TACI 
=f dR + А„(В). 
f; 


А.(8) = 10,8) - TIA (R)) 
* 
PCC) = | AR + A(R) = [IVg x ARI- aS (19) 


其 中 а, (тә ЗАН”, Т Btr) 或 CC) 就 中 -Beny 绝热 相 ”， 
这 里 值得 再 提 一 下 ,| 2. RODDIR ea | Ф. СЕСЕ) ВЛ 
al Sehrodirigor 方程 АМЕ е рт, 
el TB. Z (U RUr))) = е2 | P (R(:))) (20) 
ARE Schrödinger 方程 . 8,(!) 相 的 出 现 完全 出 自动 力学 上 的 要 
求 . 


АА В 
WET | (yE Schrödinger 演化 ,周期 为 z, 
lr)? = е'#|ф(0)) (21) 
经 周期 演 修 后 ,总 相 变 全 为 $$. 控 Aharonoy-Anandan 作法 , 邻 
(0) = е” y(t)), (22) 
要 求 
\ф(т}) = 100), (23) 


Blg Ж -周期 演化 后 ,无 相位 变化 (注意 ,与 (14)? 式 比较 ， 

Вав), А бв) 的 演化 并 不 遵守 Schrödinger 方程 ,{ 试 与 

(RC)) 的 瞬时 本 征 态 也 不 遵守 Schrödinger 方程 比较 1). 9(22) 
А 27 a 


式 代 入 Schrödinger 方程 ,可 得 出 
$ = т) = a[r) + Bir) 
a(r) = [шубу gO), 


80е) = аро Со). 


这 正 是 Ahayonov-Anandan 给 出 的 “动力 学 相 Я" Л, Н". 


1.5 二 态 体系 的 非 绝 热 相 


(24) 
(25) 


(26) 


二 态 体系 是 最 简单 的 量子 力学 体系 ,其 量子 态 随 时间 的 演化 


比较 简单 .下 面 计 论 它们 的 相位 变化 规律 51. 
1.5.1 ЕЖА 


I K #& R Hamilton EA 
НО) = ñ. + (а). 
设 Н, 本 征 方 程 为 
B$.) =+ A'S,), 
+4{( 实 ) 为 fio 的 两 个 本 征 值 .以 下 采用 ñ, 表象 ， 


o = (в = (9). 


А -A O 
№ = | 0 л). 
而 E DRA 
O = БАШ 


[13] Lei Y A,Zenp J Y. (Сопи, Theor. Phvs. ‚1907,27.435. 
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(1) 


(2) 


(3) 


0 _ ое 
= | - 4 
ü | (а) 170 0 (4) 
в{ 
HODEIEI Ginstantaneows AER RA] A) AED 
-A Wa fali) 
g АЗ А WG a (5) 
ВЕЕРА $E fB K 4 ВЕЕР ДУ A 
E = ФМА? + (0) 12, (6) 
| (e? = cos 8/21 Ф) – sin 8/27 |ф,), 
(7) 


| p, (t)> = — віп 5 |#_) + соз Se |ф,), 


tan = | (2) 1А (8) 
lo, (1 是 正 交 归 一 化 的 .{7) 式 之 道 为 
|#_) = соз 02| 2 (1))— sin É 2, t)’, 
(9) 
|$} = er айп $| A (i)) + cos | Ф. (1)) | , 
ЖАА ШЕ rAMA L I H C) 8 Т Н] Е Ж 
J (1 来 展开 .但 注意 ,| gp, (5 随时 间 的 演化 并 不 注 是 含 时 
Schrödinger Уу Ёё , РГР Е YF ЖОК EW T r ER i F 
S$1.2, 例 ), 容 映 找 出 舍 时 Schrödinger 方程 的 解析 解 .在 一 般 情 狐 
下 ,不 一 定 能 找 出 解析 解 ,但 可 以 用 数字 得 分 求 出 其 精确 评 ( 见 下 
3$1.5.4) .在 此 之 本 ,我 们 先 计 论 酚 种 极端 情况 ， 
1.5.2 BAJJA IA (impulsive approximation) 
pE 
W(:) = W (1) = Woe (1),( Wo 为 实 常数 ) 
0, 0 {10 
elt) = Í Ё < ) 


1,2 > 0, 
* 20 + 


没 体系 初 态 处 于 A, 的 较 低 能 态 
|ф(0)) = Igy. (11) 
注意 ,河上 >0,10 УЭЕ АСР) ЖЛЕ. FEE, 


1000) = |#_) = cos Sly (0)? — sin — l, (0)), (12) 
考虑 到 алб = ТУА BE, = Fy А? + W2 都 不 依赖 于 1, 容易 求 出 
(ТЕЖ,У=0) 

9 


| plt)? = сов Ө/2е'”-“* | (0)) — sin ое |ë, (0). 


=тА/| E|. ЙЕН] (r) = - |ф(0)), T А [H ИГТ 
ЖЕ A $ = n. Н 88 Ж (13) ot, u s H. $Ë EL E 23 8 
E = cos28/2F_ +s 0Z2E , = — cos B | E ) , BJ Z B; — МИНЕ” 2) 
力学 相 ” (参阅 $1.3, 式 (5)) 


ar) =- Kr/ = [E ras Ө = meos B, (14) 
而 АА 相 为 
Bir) = Ф alr) = zil- cos 0), (15) 
其 形式 与 磁 共 振 中 的 Bery 绝热 相 相 似 , 但 物理 含义 不 同 .不 妨 称 
JBDA (impulsive phase). 
可 以 看 出 , 当 РАСЕ б, DEBES ht 
8( z) = (А). (16) 
mi 


ИОД оь 1( Was =, Д — 0) 4, Bir) = z. (17) 
B(r)BB( Wo/A4) 的 变化 如 图 1 .4{a). | 
ВІЗ) АГЕН E с 时刻 测 得 粒 于 处 于 学 ,) 态 和 |$.) 态 
的 概率 分 别 为 ( 克 图 1.4(Ъ)). 
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W,/A Е |А 
(a) (h) 795 140020 = |45 
图 1.4 
Pigi = sin d+ si (, E th), 


: (18) 
P |# = 1-зэш°# + sin (| E|:/h). 


1.5.3 ARIA 


一 般 体系 的 绝 趣 相 已 在 81.2 中 讨论 过 了 .对 于 二 态 体系 ,可 
以 证 明 ,在 下 列 情况 下 ,WW(2D)= С) ет, у ARF t. RB (r) 
随 e 变化 极 缓慢 , 则 Beny 绝热 相 为 0. 
证 明 
没 体系 初 态 1 (0)) = ' 多 《0)), 则 绝热 近似 解 为 
lgl) _ еЗ Ја | (1). (19) 
代入 Schriidinger 方程 ,并 对 £ ar, 13 
8 (0) = аиса Cl lg C). 
AADA, l$- (00) вов 9 $ )-sin Ze? |$, ), лап = 
| WD ZA. 
所 以 
Zig D =- Esinti) Yeo Se,$,), 


СА (1219. ()) = 0, (20) 


a 3f ` 


所 以 BA_(1)=0. 
特例 1 i Wee) = Wotl -е-*%) 一 т) тољ» A/A 绝热 
变化 ) ,于 (0) =0,8=0, 所 以 , 初 人 条件!y(0)) = | 6 (0) = 1.2). 
容易 证 明 ,P_ (1) =0. 
特例 2 设 (Е) = Wosin ag = WOY we A/h САЛУ), 
(0) =0.9 =0, HFE, 0. | (05) = 10. 40)》 = 10,8. (t) 
= 0). 
特例 3 设 W(r£)= о сов oot = Сг)“ ‚ш ЛУБ AAE). 
BEE, (0) 0, ВУ. (0)) |%_ O) ЯТ 6 (0); = 
р (0) A (е) = ОЗУ. H Rl 
| p0) = | é_) 
= cos 0(0) | y. (0)) + sin 本 00) | 2, (0), 
tan lt) = Wacos wi/A, 
初 态 并 不 处 于 了 百 1! 站 的 某 一 用 时 本 征 态 , 则 8. ORA 0. 
1.5.4 一般 情况 | 
一 般 情况 下 ,二 态 体 系 的 解 可 以 用 两 个 瞬时 本 征 态 展开 ， 
|g(:)) = a (Olge GY +a, (Olg, GY, (21) 
a (DHAS gy OE, 


а_(0) = (Ф. (0) ф(0)),а, (0) = Cp, (0)| g0). (22) 
НЕ (21) ХАА BF Schrödinger 方程 ,得 


a + (D. + ja В.о. = 0 
” (23) 
a, + (D, ta, р.а. = 0 


Dati) = СОРАГ =+, —. (24) 
32 ` 


一 般 可 用 数字 积分 灯 解 (23} 式 ,得 出 — ЕВЕ (21). 
B: ЙС) РЕЛЙ, BJ S r, BE 


Й(т) = B(0). (25) 
通常 在 т BJ ДЕБЕН] ДЕЛЕ ЖИЛЕ ЕЛ (а =0) 时 刻 相 回 ， 
[Br = |ф,(0)),н =+, =. (26) 
这 梓 , 可 得 出 
lp) = >) а(т)\ф60)). (27) 


я} ЖИН, Н ВЕЛКЕ БЕН ЖЕДЕ, 1 рс) .- 股 并 不 能 保持 
在 该 瞬时 本 征 仿 , 除 非 是 绝热 近似 成 立 .例如 ,| (0) = 16. (0)) 
(а,00)= 8，) ,并 不 能 保证 a (с) = 8... 只 有 在 某 些 特殊 情况 
К,а, (с) = 0,1467) = al (т) _ (г)! =ва_(т)|ф_(0)) = 
a (DLE), #(z)524 MAR А ЇН В НИФАК. 

ТЕ АИТ, Da = Оре), FECHA 


| iE 
Gn + [Ж + Hala, =Ü, g =+, 一， (28) 
积分 ,得 
| a (1) = е“! D a, (O), (29) 
式 中 
a, (t) = гаек, (и), (30) 
Blt) = i de Бб), (31) 


通 带 称 为 “动力 学 相 ЖП 4% B RH, 
设 初 态 为 茶 瞬 时 本 征 态 ,| 600); = | (0)), 则 绝热 近似 解 
(т) ы, ee | AESI 
— е! т+АЁ (т). | ф(0)). (32) 
总 是 回 到 初 态 , 但 多 一 个 相位 因子 ee С Т, 
КОП АП Л AR АИЙ Н] 2 Е Н ЕЛ 


F к f w a e N а эп Ná о о во > 


- 32 + 


|4(0)) = >, а, (0014,00), (33) 


则 绝热 近似 解 为 Е 
| (r). = > a (Oe PD gy (ууу. (34) 


在 比 情 况 下 ,i $(z))ww 并 不 … 定 能 周到 初 态 | 5(0)》. 

应 当 注 意 ,如 放弃 绝热 近似 ,虽然 - 般 解 仍 可 点 示 成 | y(1)) 
= У або) (1)), 其 展 入 系数 却 不 能 简单 表示 成 (29) 到 (31) 
式 . 然 调 ,人 们 还 是 可 以 在 arga, 《由 中 把 “动力 学 相 " 减 去 ,把 剩 下 
部 分 称 为 “ 非 绝热 相 ” 


i 
Bt t) = arga, ( t) 一 far 


TEMRE СЕ 8) (Эр) S. 如 |y(1)) 的 演化 是 循环 的 ， 
We) =ef pCO) MA AAE EARANN 
Вт) = ó — a(r), 
(r) = [орсо A yg) (36) 


例 1 磁 共 振 ( 和 参阅 81.2, 例 ) 
Ж] НЕВА Е g 1.2, GOA АРВ 


— E (r) 
n ; (35) 


D., = -iwoll + cos), 
Р __ = tal l соѕӣ), 
D. = Р, = — mostnd, 


ж tan8 = By В, = o Zea, М,Н ‚ДЖ (23) rh BJ Ж ke pú AS f sü T 


t. 
а [о + 2 + woll — cosg)]a – іюоѕіпба, = 0, 
а, 十 ilv оё + о — woll + озб) 16, 一 iceonsinew . = О. 
(37) 
Aak, ЕЈ ТЕ a (0) = 1, а, io)=0 下 , 非 绝 热 的 解析 解 


(W &1.2,(52)х\) 
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Vs. і 


%_ ({) = (cosa + isinB * sinwe (38) 
a, (£) = icosÜsinean telo! 
BEGA. 

EHA, RAET | 由 .CE 的 概率 为 Р_ (г) = та. (:)1?, 
Ч 1.5 (а) wro = LRO b) C wran = 10). Е: 24 ¿£ = 
пило (а = 1,2,5), Р, (2) = 0, P. {у = 1, 1 glt) ~ 
(Е) fi ВАЖЕ, gy (пло) р |. (0), EE 
ЇЕ орлор = т, (п = 1,2,3,0 O EBI 1 Сален) = | yw (ayo ) 2 
= 1 (т) = 1 (000, (т) i 200). IH fy АА 
w é = (nrl). 相位 агро (r) A AH W Kg HR агра (L) 
-fav Ё) в GO 也 画 在 网 1.5 中 .从 图 1.5 可 以 看 出 ， 
在 wi/wo= 1 情况 下 ,绝热 相 与 非 绝 热 相 相差 很 大 ,而 在 ww = 
10 情况 下 , 非 纺 热 相 几 乎 与 绝热 相 B (t) = wot(f — cos 0) 完 全 一 
致 . 

例 2 BADEA 1⁄2 BAT, HRE p, ТЕ (ху) TEN é BJ 
的 磁场 中 运动 1], Hamilton RERA 

(t) = ula, Bocoswt + B.) + s,Bosinceot | 
0 Ве" + В, 
“pe + В, 0 
Ыт) = H(0),z = Zew. 
(41) 的 瞬时 本 征 值 和 本 征 蚂 数 为 
Е, (t) == [EC] == h wh + w + mowicoswt (40) 
wy = FE A/B e = pBh, 


аруа ЕСО 
Ф. (80) = 去 [1#- + 519.2]. (41) 


= 


(39) 


h (о + сі 


[+] Lyanda-Geller Y. Phys. Rev. Lett. ,1993,70:243. 
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=”. ~ 

е ы 

м 0.5 n 9.5 
0.0 0, 0 

тій x хі? = 

zx 2a 

= ч 

Ы > 

Е К 

з з 

= * Ы х 

z і 


ч 


mi/ 
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B (r) 


A 


кё 
(by 


图 {.5 (а) wj = 1, 
hamn = 10. 


|g, (20) = | p, (0)). 
科 用 (41) 式 可 求 出 DPD,=D_ = - D, = - р. 


wowi( wo + a COS а) 


гр 一 (42) 


Piwi + @ + 2юңу соз ot) 
ТЕЗА F 99 ВУ Sehridinger b Жк (2358 f Sr B£ b + th. {Н | 
用 数字 积分 求 出 其 精确 解 . 设 初 态 为 | (0) = р (0)) ,计算 结 
果 P (tt)= |a (г) 12, ара (0 8. (1) = ава. (O) 


_ ja IEG) L/h 分 别 画 在 网 1.6 rh. ЖҮР 1.6(а) (олоо = 1) 和 


(b){ w/wo =0.3) 属 于 非 绝热 情况 ,| (т) = | pro DARRE 
为 初 态 .在 图 1.6 (0) (олор = 0.11, 58 #⁄ j u EL Н 34 FOR S, 
+ 36 b 


Р_(т)=Р_(0›=1,ШШН | &ó(r); = gnro PEJE W Fë Yr РАЈ 
Ale = 124. (0), 0197 一 个 绝热 相 8 (г) — m. 


1.0 1. 1.0 — 
| D.5 т D. 5 д.95 
о, Ü п] б. 0 
к 2х к 2x ш zm 
š m 2a ¿m 
= = < 
> wr `T 
К mx м т š T 
Ë s Е 
x ёк л Ёт т Ри 
х mw T 
> пя T аж = йл 
T, ЫГ 1 к 
к ы x Žr ез În 
一 一 打 я 
(a) tb) ќе) 


1.6 (а) оа = l, 
Cb) соғ = (). 4, 
Се) reewn = ©. 1. 


1.6 Berry 19.5 Aharonoy-Bohm(AB) 相 的 关系 


M.Y. Berry 在 他 车 省 的 交 音 ‘41 的 最 后 - 节 , 讨 论 了 Aharonov- 
Bohm( AB) 效 应 05, 论 让 АН 相 就 是 他 提出 的 Berry 相 . 但 在 论证 时 
放 径 了 绝热 近 亿 ,而 日 在 分 析 中 似乎 木 涉及 量子 态 的 非 定 态 性 


(nonstationarity ) . КЖ ПАПКЕ ША А 的 分 析 ， 可 以 看 出 ， Вегту 


[15] Aharanax Y, Bohm D. Phys. Rev. ‚1959,115;485. 
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的 结论 是 正确 的 ,但 论证 中 似 有 不 完善 之 处 【二 
按照 Berry 同样 的 思路 ,考虑 -- 个 带电 ç 的 粒子 ,限制 在 一 个 
位 于 及 处 的 匣子 内 (不妨 把 匣子 看 成 把 带电 粒子 紧 束 线 于 盐 中 的 
EPPA, ФИЖИ f ИРЕ, R 表示 谐 振子 势 的 平衡 点 位 置 ). 
Hamilton RRRA Bor R .,p).p = -这 了 ,及 为 参数 (粒子 位 置 
的 参照 点 ). B Et À ñE ДУ ЖЕН 
Ӣ,(ғ - Е,р)ф,(ғ - R) 


= Ej, (r В) (1) 
Е. 与 EK E SUK pr- R, O = еі (r - R), Ë 
ЛЕБ ЛДЕ ААУ Schrödinger Jr E. 


现在 让 苗子 { 即 束缚 带电 粒子 的 势 阱 ) 绕 磁 通 线 (Пих line) 运 
SH. ШЕ 是 (将 随时 间 而 变动 .为 清楚 起 见 , 先 讨论 磁 通 为 0 的 情 
况 ,然后 过 论 磁 通 不 为 0 情况 ,并 进行 比较 . 
XEFE, Aar- Сс) р) анн, НОК 
Bolr – R(:).p)o,(r – В(1)) = Elr— RD). (2) 
意 ,Wi(r - RG) аа, |, (г R(:))12 依赖 于 时 
间 , 所 以 网 (r (е) е и де ЫН, Ауд В 
AE ARRATE S [н] НОВЕ Й-Б ВЕУ ШЕЛЕР). ЖЕЛЕ Е, 
论 Ar- RG) RR S E РА R(t))` 


k а mw + à я 


的 求解 - 服 说 来 是 很 困难 的 . КНЫН РГЕ E ERIEN 


|ф(0)» = Z, (r — R(0)) (3) 
则 正确 的 绝热 近似 解 为 
pD = е (r — R(t)), (4) 


{КА ВУ Schrödinger X 4E 


Lel) FAA, ртг HAIR, 1997,d46:19. 
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ik loU) = Ña(r ~ RC), p)! O), (5) 
可 求 得 

д, = Cal = ROD абе ~ 丽人))7， (6) 
нф, (е RCO) „(т = R(4)))= 1, 亲 证明 8 为 实数 (Bemy Ж 
中 认为 此 8 EM 0, BL Bery 交 中 (34) 式 厂 的 一 名 请 ,这 是 不 受 
当 的 .但 这 不 影响 后 面 的 结论 ). 

现在 米 讨 论 磁 通关 和 情况 .此 时 ,与 Bem 文中 给 出 的 - 样 ， 

Hamilton Ж у Alr- R,p - T A(r)). А, R HK 
数 , 设 本 征 方程 表示 为 

f(r R,p -Cr n(R)) = К„|п(К)), (7) 
E, CR ША) ЖЕЦЕ], {Н ЖЕ ЖОН ПШ — T Dirac 相 因子 ， 


irin R) = ap- iE Ar ar g(r R) (8) 

在 R 不 动情 况 下 , 定 态 波 陋 数 可 此 成 cr |» (R)ye EA, ЖУЛ ЖБ 

\$(0У=}п(®)),Й (00) = exp[ -E Ja (R), 6388 
Schrödinger J; 38, 

现在 让 革 子 线 磁 通 线 运动 , R (;) 3 B8 PDP Т, 此 时 ， 


Й(т- Е(:),р – TA(r)) а, m tak tE ЯЕ 
Й(т- R(i).p — Z A(r))|n(R()> = E. In(R(:)5 (9) 


应 视 为 瞬时 本 征 方 种 .注意 :Ar n RODA -个 运动 波 包 ， 
(ria R E) е te 也 不 是 定 仿 . r BH Schrödinger 方程 


ik lU) = ÊC - RCD - ФАС) СО) (10) 


的 一 般 求解 是 很 困难 的 .但 在 绝热 近似 下 , 设 
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| Ф(0)) = !a(R(0))), (11) 
HJIH n ROR e F] 8 (R(t))) 都 不 满足 Schrödinger X 
程 (10). 正 确 的 锥 热 近似 解 应 表示 为 
(71600) = pit 


x ер - ， | alr) -ar | ir- R(t)), (12) 
дир 8, MORNA 用 (12) 式 代 人 (10) 式 ,可 得 
Ў = | „Ас -dr (13) 
对 上 积分 后 ,得 
УО) = | A) . dr, (14) 
而 经 历 一 周期 + 后 
Yake) = WC) =, APIGE dr = фФ/кс. (15) 


C 为 在 [0,zj] 期 间 (г) СВ) АТЧА Я h, p 为 穿 过 C АЈ 
通 . 这 正 是 Berry 给 出 的 AB Ж (1, Berry 文中 (35) 式 ). 但 应 注意 ,在 
以 上 论证 中 用 了 绝热 近似 ( 见 (12) 式 ), 这 似乎 会 影响 到 所 得 结 沫 
(АВ 相 ,(15) 忒 ) 的 普 适 性 .事实 上 ,Aharonov-Bohm 一 文 G5 的 论证 
中 ,根本 不 涉及 绝热 近似 假定 .这 样 ,两 种 论证 之 间 似 有 并 盾 ,实则 
不 然 , 因 为 人 们 总 可 以 认为 束缚 粒子 的 原子 的 线 度 很 小 (例如 谐振 
TAH ARRE himo ->0, 或 球 方 势 阱 的 半径 a—=0) ,此 时 在 车 
内 运动 的 带电 粒子 的 激发 能 级 与 基态 的 间 臣 一 a ,绝热 近似 自动 
成 立 . 风 此 所 得 结 时 是 普遍 成 立 的 . 


1.7 量子 力学 中 的 相位 不 定性 


一 般 量 子 力学 教材 中 都 提 到 波 函 数 的 相位 不定 性 (phase un- 
certainty) ,特别 是 在 讲述 波 函 数 的 统计 诠释 时 ,都 会 提 到 此 问题 . 
但 一 般 教材 都 不 再 作 进 一 步 的 深入 讨论 .事实 上 ,相位 不 定性 问 
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题 ,在 量子 力学 的 几 条 基本 承 理 中 都 有 代理 .以 下 就 此 作 简 单 的 回 
PR, 
(1) ЗРАЗКА Е ТРИЕ 
设 | 由 描述 体系 的 - Е БЕН УЛЕА glg) 
elgi ,Ca, 实 常数 ), 风 |) 与 1y) 所 描述 的 量子 态 是 完全 相同 的 ， 
这 就 是 所 谓 的 相位 不 定性 . 尺 为 在 此 相位 蛮 摘 下 ,不仅 妇 一 化 条 件 
保持 不 变 , (ру = Су = 1, Н Йй Un Ју 2 St J ЖИ {Н Ж ЖЕ 
分 布 和 平 的 值 都 保持 不 变 . 例如 ,测量 粒子 的 位 置 的 概率 分 布 ， 
| 共和 | 区 ?分 别 用 位 置 本 征 态 展开 ， 
lg) = fax lr) а), 199 = [ааа 95, 
尽管 (хі) = еб |, 
但 бх.) 12 = 10112. 
НЕВЕНА Л) i B ФЛ. 
(2) зға На ЖЕ 
设 力学 量 F ЕЖ Ft =- E HR, EESE Ёп) = 
Е, 1а), ЖЕ F. 即 测量 下 可 能 出 更 的 值 ,| = 为 相应 的 本 征 态 
(пу ВЕ). | nn 具有 相位 不 定性 ,表现 为 力学 量 的 矩阵 表示 的 不 定 
性 . 
例如 角 动 量 ( 产 , 包 ) 的 共同 本 征 态 (天 = 1)， 
站 
J. pm) = mljm) 
在 7 给 定 的 子 空间 (m руе, р, Оук) ә), Е 
相位 变换 | jm) 一 | д) = ez. im) ,此 时 的 抵 阵 元 保持 不 变 ， 
Cm |}.Ї|йһў = тд, = Gim 1, ат), 
但 у, Жу, 的 矩阵 元 要 改变 ,例如 
Олт |), ут) = еба jm |}, ljm). 
ALAE fq S 1\, ЖСР И НЕНА у, ЯП у, ЖЕЕ НОН КЕЕ, 
+ 41] . 


ЖЖ ШЫ | jm) 的 相位 不 定性 ,事实 上 ,和 角 动量 代数 中 ,根据 角 
动量 的 基本 对 易 式 ,jj Л =, RRM J L R i, =), 
+ 说 ,) 的 答 阵 元 的 模 方 (参阅 文献 [17] ,p.405)， 

[Om |}, (рт) = далб + m + (у: m) 
通常 取 如 下 相位 规定 , 即 .的 矩阵 元 为 实数 ,或 六 的 矩阵 元 为 实 
数 , 而 f, 的 矩阵 元 为 纯 虚 数 , 即 取 


(іт tili lim = (ат (ет), 


{уп +103 m) =- 5 G < m + DGF m). 
特例 ,Pauli Е, fE о, 表象 中 ， 


(6 == ш»; ol 
Г. = „б = А = . 
“AO -PATu oP ЛА, O 


(3) Ж 
ТЕРА Ё 的 本 征 矢 ia? 为 基 撩 的 表象 中 , ] nn) 的 相位 不 定性 | n) 
ze% ln) AMERS] 由 ;的 展开 式 中 
|ó) = У 1а) баі? = Уа) (А1), 
斥 管 登 如 系数 不 同 
(пф) = e". (nl|@)2, 
但 可 观测 量 相 同 
|(»\фУ]?% = |\л|у)|?. 
(4) Sehridinger 方程 


设 | 纱 满足 Schrodinger 方程 ,流芳 lg) = 让 1g) ,不 难看 出 ,在 


ik 5-19) = AIG). 


[i7) Вн. ETAF 卷 上 .北京 :科学 出 版 杜 ,1990. 
‚ 42 > 


парира ГЕЯ. 由 于 Schrödinger 方程 只 含 波 函 数 


п а в Fk т = тт 88 E п — E > 
* ктк т m ml ъъ 88 T п 
E Fk $f п «= t +O, Ps пап а A а eeblCC--eeeefo Ak ua ыы BR в к 


k т ù + ü т а + 


аб CF. ERRERA MAET шж 
不 涉及 量子 态 随 时 间 演 化 问题 ( 即 不 涉及 是 否 满 足 Schrodinger 方 


Š 1.1 讨论 Lewis ВОЯ АРЕ Г k e u] Es. 
FRE, 任何 力学 аска, ЕЕЕ 


和 


Rain ЖЖ, 
ËC) = 个 (动能 ) + Ё(ї), 

ҮС) Ж РКИ ЕНЕНЕ ЕНШ. ТЕШЛӘР F , (н) БФ ЈУ 

F| al = F| al) 
ЖЕ С) АНАА, | allal =e] nl), 
Can(t) 为 实 ), 则 | GBA PEER, Hiet ERT, 

Ёа)\п(т}) = Falana G), 

п()]п()) = 1. 

МБ БЕ ЖЕТЕГИ Т Т? ЕК, ЕБ рә G BHH FE |) 
АСИ AAE k (tts JS az 让 的 测量 值 及 概率 分 布 都 保持 
ЯЛЕ. 

如 我 们 在 教学 中 把 这 种 含 时 相位 不 定性 讲 请 楚 了 , 则 Berry #6 
ЖААН, АА 相 的 出 现 就 是 很 自然 的 事 ,一 点 不 足 为 奇 了 . 


ДЯ + 


2 T Ha by ТЕШЕР Ауа БЛ) 


KERTA HM Г Sl BR RR Z: Z Ел НЫ, ТЕ ЈЕ zl 
这 一 量子 力学 和 疝 题 .在 这 里 ,特别 是 涉及 位 场 中 粒子 的 运动 ,还 有 
很 多 问题 人 们 了 解 得 并 不 十 分 清楚 . 近 几 十 年 来 在 这 方面 的 研 窜 
已 取得 可 观 的 进展 ,但 有 待 摘 请 的 问题 仍然 不 少 . 

均 铝 常 往 场 中 带电 粒子 的 能 量 本 征 值 河 题 ,Landau 已 给 出 很 
ЖЕНУ ШЕ (Landau 能 级 和 波 国 数 ) .全 涉及 Landau 能 级 的 x< 度 简 并 
的 根源 以 及 与 规范 选取 的 关系 ,在 一 般 量 子 力学 教材 中 ,并 无 清楚 
的 说 明 .这 将 在 §2.1 中 讨论 .均匀 常人 黎 场 + 谐振 子 势 中 带电 粒子 
的 能 量 本 征 值 问题 ,也 可 严格 求解 .这 时 ,上 能 谱 结 构 将 出 现 新 的 
特点 (过 结构 ), 这 与 体系 的 对 称 性 的 变化 有 什么 关系 ? 这 将 在 
82.2 中 讨论 . 反 过 来 ,这 对 于 Landau 能 级 的 理解 也 许 有 帮助 .第 
此 垂直 的 均匀 常 变 场 和 常 电场 中 粒子 能 量 本 征 值 问题 ,也 可 以 严 
格 求解 .此 时 ,Landau 能 级 将 展 宽 ,形成 Landau 能 带 结 构 . 这 是 理 
ЖЕТ Най 效应 的 理论 基础 .这 将 于 2.,3 中 讨论 . 

均 名 电场 或 均 名 重力 场 { 线 性 势 ) 中 粒子 能 级 问题 ,以 及 
Coulomb 势 中 带电 粒子 的 能 级 问题 (得 原 症 ) ,都 已 找到 严格 的 解析 
Ж.А ЕГ Е , Coulomb # + 均匀 常 磁场 中 粒子 的 能 量 本 征 值 问题 ， 
运 今 并 未 找到 解析 解 .外 在 通常 实验 宝 制备 的 爸 声 中 的 原子 ,人 磁场 
对 电子 的 作用 远 小 于 原子 核 提 供 的 Coulomb 势 的 作用 ,因而 可 以 
用 微 扰 论 求 解 ,通常 分 析 Zeeman 效应 就 是 这 样 佑 的 ,但 人 外 于 强 磁 
Буе б h - fo ë rR) BE F tB, f- Br 2£ #1| ФЕН 15 
Coulomb 作用 可 相 比 拟 . 相 应 的 Schrödinger 方程 的 解析 解 , Ар 
今 尚 未 找到 1% ЖК ТЕЕ ИЕ E ҮР P dr HE МИНИШ. 

在 第 一 章 中 ,已 讨论 了 - - 些 波 函数 相位 的 问题 ,涉及 粒子 在 电 

. 44 + 


伐 场 中 运动 的 星子 访 革 问题 ,在 20 直 纪 5 年代 本 Aharonoy-Bohm 
党 天 提出 看, 中 经 中超 大任 广 证 的 关注 和 反 刀 .在 经 典 电 动力 学 
H RS EAS А 和 标 势 wo 来 作为 计算 电磁 场 强 度 玉 和 号 的 方 
Ш ГА .全 存 带电 粒子 的 基本 动力 学 方程 (Lorentz Л), UB Bn 
E IB. dF ASE А 和 9 所 以 大 们 认为 4 Шо 本身 并 无 直 接 
的 物理 意义 .在 量 了 力学 中 则 不 然 .在 采用 止 则 形式 的 量子 万 芝 的 
其 本 动力 学 万 程 (Schrodinger 方程 ) 中 ,在 有 电 澜 上场 的 情况 下 ,不 可 
WRBA А AHY о. ТЕ Feynman 的 路 行 和 分 形式 路 ,证 算 


iL Er f 60 (66 REW Ж 8) Logrange 基 中 的 | - ag + оед) 项， 


АВ ЯКЛА Г А MERD o 的 深刻 的 物理 含义 .特别 
第 在 糙 了 所 经 历 的 空间 区 БР Е BE 3 O tE ЕР 2: S 
A 和 在 对 于 波 国 数 相信 的 影响 ,会 庆生 可 观测 的 于 洽 现 象 . 这 已 
为 实验 所 证 实 ,将 在 和 2.6 中 介绍 ,与 此 密 扫 相关 ,人 们 当 热 会 思 
5 ERRE B = ООН з А 20) A P [л АО ВЕ Е 
本 征 值 会 不 会 受到 影响 ”这 将 在 8$2.4 中 讨论 .这 是 АВ Ж ЛУ {ЕКШН 
一 访 中 的 表现 ,涉及 波 随 数 的 相位 以 及 在 多 连通 域 中 波 函 数 的 单 
全 性 问题 .所 得 出 的 结果 号 经典 电 动力 党 很 难 理解 的 ,完全 是 -种 
РАКЕ .与 此 密切 相关 的 足 超 导 环 内 策 通 量子 化 和 起 导体 
的 Meissner 效应 的 关系 ,这 将 在 52.5 中 讨论 ,Aharonovr 和 Bohm 不 
仅 提 和 到 了 矢 势 4 ТНФ) Г о 与 带电 粒子 作用 所 引起 的 相 
移 也 会 产后 可 观测 的 效应 ( 电 АВ 效应 ). 册 十 实验 技术 上 的 轩 难 ， 
< > R fE Xh WJ а) Hi h + ( IL A A St 88 3F ) tj 3F @ 1 BJ) fE HI 
一 下 :台所 产生 前 相 移 引起 的 干涉 现象 { 标 量 AB 效应 ), 已 在 实验 
中 观测 到 АНЕ ХИИ УН AB 化 点 不 同 . 这 将 于 和 2.7 中 介 
Д. 

Ш Ж i] , H T ri ëk E H] Ч ВЕЕ ды Е СЛН: 
多 新 的 、 人 和 们 始 林 料 上 的 现象 下 表现 出 来 ， 


"Ју a 


2.1 Landau 能 级 


2.1.1 [апдап 能 级 的 简 并 度 
考虑 均匀 磁场 B (WY z 轴 方 向 ) 中 的 电子 (带电 - e ,质量 为 
М). ЖИЕН A= В x r, 即 ， 


А, =- Z ВУ›А, = 4 
则 电子 的 Hamilton 量 为 


й = у (2, - Ву ек,” 


2с 2 
1 ; P: 
一 一 一 2 r f 
= 5 (Р Р) КҮ, TOE 2 (aP, — УР.) + зу 
(2) 


为 便于 讨论 ,以 下 把 沿 z 轴 方 向 的 自由 运动 分 离 出 去 , 撤 开 不 管 . 
电子 在 xy 平面 内 (二 维 ) 运 动 的 Hamilton 量 为 


Йй СЁЗ + РУ) + у Moila + >), 


0=2М 
1, = (хР, 一 yÊ), 
w, = ebi Me(lamor HOE), 
式 中 B(w) ВЕКЕ zS Hi, T SL B за SE 与 外 磁场 的 作用 ， 
В?( от) БЯ, TE ht sk ЗН a PRT AAE fe 
(Zeeman 效应 ) , EIR, Н БАХИ АТАН, а 
场 极 强 时 (例如 中 子 星 内 ), В REE, ДУ ЖЕ ИЕ 2: EBT, 
Н, 的 形式 与 二 维 各 问 同 性 谐振 子 的 Hamilton 量 相同 ,上 共有 SU, 对 
ЖКТЕ. 
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с.а si FJ Shi B Eu UN (H.L ЯКОЙ, L) E 
ПЕ ЈЕ PR RAR Ж в) а ko 2 
Pps) = yle, m = 0, +], ж 2,56, (4) 
1 АЛЕ АЕ (l: Jr fu | 
He = E (5) 
И] ЫН Pë [p] E РЕ ОЙ ДЕ АС J; 


Е | у» + 7, > 一 =) ta l Maito) = (Ë - mhw убо). 
(6) 
可 解 出 能 量 本 征 什 下 为 :": 
E = E, = (N +1) һо (7) 
N = 2п„+1т |+ т = 0,2,4, 
п, = 0,1,2, 
Е ЧСА Ж Н-—{Б)!} Жл Ж 
Хала (P) < oP nos | ml+l,ap’)e 2 (8) 
а = wv Me fh = v eB/2he 
F 为 台 流 超 几 何 涛 数 ， 

对 于 一 维 各 疝 同 性 洲 振 子 ( 自 然 频 率 为 oj, 能 级 为 Е, = 
САТ), N = 2л, + 1ml=0,1,2,-…, 简 并 度 为 fy={N+1)， 
(L 82.2). WI + EJ Ы B 中 的 带电 基于, Hamilton 量 (3) 式 
中 ,由 于 出 现 了 wl, 项 ,此 时 , 尺 管 能 量 本 征 丙 数 形式 未 变 , 能 量 
ЖАА AR N = 2n. + Im! + m, АЯ Н, BT Aí 
m = 0 HIA ET X: JW ВОВЕ ПЕЧЕ ARAH 1), =l W a) ЭР BE ЗК pu oo .对 于 
较 低 的 几 条 能 级 的 简 并 度 分 析 , 岂 表 2.1， 


[11 W Ws. ETAY 符 上 . 北 点 :科学 出 版 杜 ,1990.302 . 
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Ж 2.1 andar ВЕЗЕЛ 852348 


N К^, в 
0 1 0 0, —1,—2,-3,°= 
2 3 0 

I 0. 一 上 一 了 一 了 
4 5 Ü 2 

1 1 

2 Ü. = 1, -2,.- 3, 
б 7 Ü 3 

| 2 

2 1 

3 0,-1.-2,-3,-- 


EXT landa ВЕ f5 ДЕ И, A [8 Ma 95 ЭЖ БЕТП 52 , Pj 
如 ,对 于 Landau 采用 过 的 规范 [2) 
А, = — В,, А, = А, = б, (9) 
5 EEPE, HAO z 轴 方 向 的 自由 运动 后 ,在 ху 平面 中 运动 的 
电子 的 Hamilton 量 为 
ТЕЛОСЕБЛЕЗА (10) 
EHAR, (2..1 = 0, НЫ нр (ñ b ) ,它们 的 共 
ЕЕ н] ЕЛУ, 
ф(х,у) = ey (y), (11) 
式 中 动量 的 x 方向 分 量 本 征 值 只 为 连续 变化 实数 ,- x < P. < 
+ om ,Xty) 淇 足下 列 方程 
1 еВ\ү ud 
(р 92 | _ 2 = . 
$ єРГеВ = y M L =: 4k 83 
~- ЖЫ СУ) + „олбу — у yíy) = Ey), (13) 
tu, = еВ/Мс = 2ш\, (14) 


(` ) Landau L D, Lifshitz К М. Quantum Mechanics, Non-relalivislic Thevry. Зе. ed, Мем 
York ; Pergamon Press, 1977.456. 


- 48 ` 


со, PRA cyclotron fA LORE yo 为 平衡 点 的 洛 у ЛН W 
振动 ,能量 本 征 值 为 


E = E. = (n + 1⁄2) во, =《2 +])hoeí, n = 0,1,2,:1:: (15) 
与 (7) 式 —# Н À E ЖОЕ 
X. (y) = е* ТӨ” Н, (абу — уы). (16) 


能 基本 征 值 E. jy, AX, M yy = eP eB, r Р.) AB - ә, 
+ o) А, АТР BE 2 ТЕЗЕ АЕ оо. 


2.1.2 简 并 产 与 守恒 量 的 关系 


量子 体系 的 能 级 简 并 度 与 守恒 其 有 密切 关系 .53 JL 4 
定理 设 体 系 有 两 个 不 对 易 的 守 伍 量 Р Fa Ç , Вр 
TEA] = 0,16.) = 0,fnfF, G] = C > 0, 


[iË] 对 于 在 出 村 磁场 B (r z НЭТА PPE 东平 面 内 运动 的 经 典 电 子 ， PH >= 
Lorents JA F = zu x Rie, w ERT AER. Н TTE PA J] ж SJ E 388 2) 四. 维持 加 向 运动 的 
ГА Ду Mef R 出 Lorentz 213848, BJ) 

MR = obie 
所 以 
R = ñixcieË , 
ЖЕН cyclotron 412. AAE S FJ ъ= u AnA. i fE PE a = 2хь = u! R, FF la 
w = w, = eite = Zw, 
EFH cyclotron HAE. 

MATIZES, TARH 322 om 的 E F АЕТ e +, ВЕРА 3 0 ME 

自然 单位 ) 


z 
даб n) _ E” a КЫ 一 rŠ + yt, 
Ж-Е (о, + ар) BD 25 ЕИ 其 极 信 出现 企 = aa Ё, 
w = Ü 


E 
2 = 


容易 求 出 a= 12019 OR Ty). Ж L R Фу, a= м R Meg. 对 于 аң w Ш ao 
= ММ» = етен] J PE 394336 Landan RES 89 e tr B RAT. 


[11] ЖИА ET AF о Е RL, 1990 ~ 1991. Ë | .215; ë П. 248 
64 
147] Falieroa 5,Hadjimichal К. Am. J. Phys. , 1995,63: 1017. 
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| 

设 Alg, =E \ф„). 

AALE, й1=0, 74 ÂF! д) = ER д) = ЕРО) ВЕЕТ, 
仍 为 Ñ EER, ААЛЫ E... ЕЕ, Стр.) Й АЕ 
态 ,本 征 值 也 是 Е,. 

WI ЖЭ, BJ Сї = (FG СЕ) (Ш, = (RG – G.P.) 
Гр. = 0. 

Ед) SIE (F ATE CATU ДЕЛ, 

Ip = Ха, l g- 
设 所 有 1 几 ) 都 不 简 并 , 则 | 
ёф) = >a ig) = 0. 


这 与 C 20 假设 矛盾. 所 以 ,不 可 能 所 有 能 级 都 不 简 并 ， 
推论 1 设 C = < ( 非 军营 数 ) , 则 体系 所 有 能 级 都 简 并 ,而 县 


ътт в в ж т 4€ ® +% k = . È 


Ig АК ЭЕ, БЕТЕГЕ EN CI 2 > =0.{Н сти, 240, Н.Т 
以 不 可 能 有 不 简 并 的 能 级 . 

设 能 级 E. AA ЖЕ EEREN parral, 2, ,让 . 斌 在 
此 ££ 维 子 空间 中 求 艺 В. 


+f. 
и(ЁРбу= Dg, Ú FE I gu) 
= ЁТ) ТСТ), 


f 
и(бЁу= DD GE py, IF yg,). 


* H- 


次 序 无 关 , 即 trf je)=t(ep) ,因而 bC=0. 但 aeE= УТС 


о) = У) (2, | Чыў = 0, A R. ВТМ Е ЖЕН BE, BI 8Ë 
级 必 为 wm 度 简 并 . 

推论 2 іна Рб БМ, iE, Gl =0, 因 而 C=2F6 
= -26GF. 设 | 二 ,) 不 简 并 , 按 以 上 讨论 ,C16 = 0. 80 FG | д) =0, 
CF12 =0.# 12 BRA A, УЗЕН ЖЕЕ Б, Ш СРЕМУ = F.C 
Ф.) = 0. F.20,F16,) = Е, 0, Ш Igo = 0.) 3 AR 
19, УСН, СУН АЕ, Ш FG g) = С.Р, = 0.1 G 50, 
RI Gl 6,1,7 50, ЕТ, 0.28, Е F s Ç B 
算 下 ,六 |g,)=0 或 Gg) 0, аЛ. 

简单 举例 . 

例 1 中 心力 场 Y(7) 中 的 粒 于 ,和 角 动 量 1,1,1, HATER. 
EEES- RRACA, P, LDE MEA, fam) A AER 
E. B (21 + 1) EE H. ДНЕ 一般 是 简 并 的 , 除 !=0 态 外 .对 于 
1 =0 能 级 Е, НА ПКЕ ТО ЕКТ. НТ Ё = 


[L.L | = iñ „Н ро) = 0.383; E, А фы) = а) = 0 
也 上 成立. 

例 2 二 维 自由 粒 了 上 ,动量 P 和 户 均 为 守恒 量 , 而 [ 户 , 户 ] 
=0, 所 以 能 级 为 %w 度 简 并 . 


MER HE Landau 能 级 简 并 度 为 四 的 问题 . 
TEH SIERA B 中 的 带电 4 的 粒子 ,经 典 Hamillon 量 为 
A т? 1 2 = 
Н = эм = ИР - ta) (17) 
AP я = Р – ТА ХАЛ ӨЛ М ,Р A EMS, A К, B= V x 
А .在 经 典 力学 中 ,容易 证 明 
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d 
q7 = Зух B, 或 地 (= lux B) = o, (18) 


fox В X Lorentz Б.т 2 х В рін И B Wr; Am, 


БИ нр E X-T EH F B USF LR, 


e 
R, = x 十 —. s 


В 
ý (19) 
с 
К, = у q”: 
容易 看 出 ， 

2 2 

(x= R, Y + (у – Е) = (m + m) - Мей, (20) 

т В 4 В 


式 中 已 把 与 问题 无 关 的 z J lh] s ЛИ Б.Ж PE ху 下面 中 的 运动 
为 一 个 辐 .圆心 在 CR,, RR,) 点 ,半径 由 粒 疗 能量 ( 机 械 动 量 ) 确 定 . 
Б К, RODERA ‚АЛ БЁН ЫЫ; 

2 Ме 


= (x В.) — (y — R.)z, = — В ЇЇ? (21) 


Й = -AH 和 A, ESE Ш. 


当 过 渡 到 量 于 力学 时 ,村 定义 相应 的 算 符 .在 坐标 表象 中 ， 


х= x,y = у 

a . d a „„ 9 

P, =- ik gp P, =- 18 у, 

Л, = P. 一 Ат, = P, 一 A, (22) 


Ë. = x + өй, Ñ, = v – к 
可 以 证 明 , 无 论 取 什 么 规范 ,下 列 对 易 式 都 成 立 [和 ， 


[rs] = ià їв, (23) 
a 52 А 


[R,,R,] =- iħelgB, (24) 

[A,R] = О,[Й,Ё,] = 0, (25) 

[Й,л„! &О,[Й,т,] > 0. (26) 
即 存 在 两 个 守恒 量 А, AR MLR, R] = 不 为 0 的 常量 . 按 前 述 
定理 的 推论 1 ,能 级 简 并 上 度 为 m . 


2.1.3 Landau 能 级 的 单位 面积 简 并 度 


先 讨 论 Landau 规范 . 设 电 子 限 制 在 有 限 空间 中 运动 ,例如 局 
限于 ху 平面 内 的 - -个 短 形 上 x h P ML REAK). ARE 
Р, = - ih g- 为 厄 米 算 符 , 波 丽 数 必须 满足 周期 性 边 条 件 ( 箱 归 一 
北 法 则 ), P. 取 值 受 如 下 限制 

Piik = 2kn, k = 0, + 1, 542, (27) 
Вр P. = khi L., P, WB ЕЈ R/L, 就 上 出现 一 个 可 能 值 .而 y = eP, 
«В.Р, 的 可 能 到 值 与 yo 可 能 取 值 有 关 , 因 而 影响 到 能 级 的 简 并 
度 . 由 于 yy 方向 的 运动 限制 在 箱 内 Ау, = 上 ,因而 P. 变化 范围 是 


В Ë та _ 
АР, = © уз = 全 .在 此 范围 中 P. 可 能 取 值 的 个 数 , 即 能 级 简 并 
B 了 为 
(RE) ЯП, ИЙЕ А, = -F aA- BA =0 ача A. = - yh =0.4, =0 
=Р + у 16 2. 2, 
т = Ë + у-у 6085, ü | с? А da с? 
т = р, = 19 у -Ж л, х= Р,= -ii gy 
c y łe à = ce ЕГ 
R =х+ Сл = 20, < v+ 
#8 y 7 48 Y à _, РА | cp 
一 С^ _ © = Y Жа Н a5 В 
К, =у- о = 5 - аР q y 
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S= LL, 是 箱 面积 .对 于 完全 自由 的 电子 ,S 一 o ,能 级 简 并 度 为 
o .对 于 限制 在 有 限 空间 中 运动 的 电子 , 简 并 度 随 S 增 大 而 增 大 ， 
而 单位 面积 的 简 并 上 谋 
g = ffS = eBfhe (29) 
g SERERE КЕЕ. 
如 采用 均匀 磁场 的 规范 (1) , 则 用 极 坐 标 系 讨 论 较 为 方便 .本 
征 函 数 如 式 (4) 和 (8) 所 示 , 能 量 本 征 值 为 ( 见 (7) 式 ) 
Е = (2n, +| m |+ m + 1)hw,w, = єВ/2Мс (30) 
Hamilton 量 可 写成 ( 见 (6) 式 ) 
k 1 2 2 mh eB , mieB 
=- 2M p 36° ар + IMË + BMP? * 2Me 
利用 Hellmann-Feynman 定理 ,把 В 视 为 参数 , 则 有 《SE》=9E/38， 
pp 


(31) 


2 
ERA + укн = (2л, +1 m |+ m + 1) 3. 
所 以 
(07) = (2а, +1 т1+1) ZE (32) 
Со ЖТ (2n, + Iml + DUREA ERE B .`3 | m ЕКЕ, 
М (р?) = м 2с | т l feB , (33) 


如 电子 限制 在 学 径 为 R КЧЭ 5р, А 为 一 个 宏观 量 , Ap ~ F°, 
相应 的 1m1 也 很 大 ， 


eB 2 eB 了 1 
R’ = —S,(S = пк") (34) 
ће Ас 


| m | = 
2 


这 也 就 是 说 ,能 级 简 并 度 f. 全 S, 面 单位 面积 的 简 并 度 为 е = fiS 
~ eBihe, 
述 可 以 看 出 ,通过 电子 封闭 轨道 (用 n,m 刻 划 ) 面 积 S КЖ 
通 为 
А 54 А 


Ф = В$8=1т\|{}=1т1 Ф, (35) 


ERTILA. Elm IBK, RA S= =R' 随 之 增 大 , 磁 通 量 也 增 大 . 
当然 ,在 宏观 极限 ,1m1> 交 1, 这 种 量子 化 效应 的 表现 就 不 易 被 觉 
察 . 

如 把 Hamilton 量 (31) 中 的 磁 量 子 数 m 视 为 参数 ,利用 Hell- 
mann Feynman 定理 , (Әйа) =дЕЗт, 


(ӘЙ _ mh l, , heB 
Im = M `o + 2Mc 


对 于 m0 情况 ,( 利 用 (30) 式 ) 


Ə F; eh 
Эт = Mo’ 
由 此 可 得 出 
1 eË 
ә = 2mhc ` (36) 


对 于 m<0 IË, E = (2n, + 1)ehB/2Me, ARAF m, 2 Е/9 т = 0, 
则 有 


mh ,1 heb 
м2) = = эме (37) 
Ht: 
(a) = агр (т=®0%#т<0 (38) 
在 大 量子 数 极限 下 ( 见 (32) 式 ,n, ME, m>) 
(0?) = (2л, +1 m1+ 1) RE = 1 m RE (39) 
可 以 看 出 
И, (40) 


这 正 是 经 典 轩 道 运 动 图 象 所 期 望 的 . 


2.1.4 Landau 能 级 的 代数 解法 t5 


电子 在 垂直 于 均 色 磁场 方向 的 平面 中 的 运动 ,Hamilton 量 如 
(3) 式 所 示 .其 本 征 秆 的 求解 ,可 采用 类 似 于 一 维 谐振 子 代数 解法 
的 技巧 .引进 无 量 网 变量 


z = [x + ту }/2 ao, z = š- iy )/2 60, (41) 
ал = V hc/eB J Ej 5J g В ўз ЛН ARRE. oK mh 3 
x = аў + 2), у = iaz“ — z) (42) 
则 式 {3) 可 化 为 
A x ә . 2 3 а 
H = mE 十 zp; +2 r 
1 
Le 
令 算 符 
a = {*+;27})//2, at= (2-52) (44) 
不 难 证 明 
[а,а!] = 1. (45) 
(43) 式 可 化 为 


[з] SASEA, LAA A Em HAA g., H: ER E E, 
[987.61. i 

С] HMHD, A E B h 

п a 1 z а 

252 * 202592 EILTYSS 


z+ у= 4аўш", 
L= ih a >) = ( 2 =) 
„= HEETE = ї 2 9597295) - 
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H = ћо (ala + 1/2) (46) 


所 以 能 量 本 征 值 为 
E= (n + 1/2) hw. п = 0,1,2, 
= (N + l)ep, N = 2n = 0,2,4,::- (47) 
СТЯ СТ) ЯНЕ. 


ж ЖЖ, Р fr tE 3 УРО Sy YE E. if 3 У ЁТЕ 
明 , 除 了 算 符 а,в 之 外 ,还 存在 算 符 
b= [z+ =.) 2. b = |z" - £) / 2 (48) 
[b,b*] = (49) 
ПН а,а 15 5,b1 У, 
Б.а) = 0,[b,a ] = 0,\Ь!,а] = 9, [ba] 0 (50) 
AIE JEKE ЬЬ ЕА ГЫ MATAR ATE A Н 
标记 清楚 ,不 妨 把 B KRESAA TERERAA ао) Уу 
bib ВУЗ ЕЖЕ CA о. 
Hg, = Ко, (п + 122) фп = 0,1,2, 
БТ = эф,» = 01.2, 
HE n ВЕШ ЕЛА, i bh 的 本 征 值 , 来 区 分 诸 简 并 态 . 
设 最 低能 级 (=z = 0 的 本 征 态 之 一 记 为 p W ЛЕ ad, = О. fE 3 
mR, HI 


(51) 


(2° + js) = o. (52) 
解 之 ,得 
polz) = e, (53) 
其 它 本 征 态 - 一 般 形 式 可 小 未 为 bapa ВП 
pala) ~ [z 0) (sd) e. (54) 
. 57 ， 


特别 是 n =0 能 级 各 简 并 态 可 泪 示 为 


Фоа) ~ {27 - 2.) е”. (55) 
利用 
[= 一 she t Ize 
(z T 2)e = 4z`°e` 
[z >) = 2"z e” 
所 以 
быб) < ве" (56) 


„ЕЗЕП E, 能 级 的 简 并 度 . 考 虑 到 р = X + уг = Даса" 2, ЖЕ 
бъ) F , 的 平均 值 为 


(p = 2ai(y + 1). {57) 
设 电 子 限 制 在 举 径 为 R ВОЧ, (о) & А2, WL 
2хафь„+1)= S, (S = пй?) (58) 
所 以 
< 82ка} = 5 68 = 598. (59) 
因此 简 并 度 为 
f = 8. (60) 


x F E BHH WB f. S— o f =o ‚УҢАЕНА z = fiS = 
eB/hce ,与 磁场 强度 成 正比 ， 
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2.2 各 向 同性 带电 谐振 子 在 均匀 磁场 中 的 能 谱 壳 结构 


考虑 二 维 各 向 同性 谐振 -于 势 
F= y Мө? + у?) (1) 
中 的 电子 (带电 — e) ,受到 沿 z SB ТАТ 0938923 ЖЮ В 的 作用 . 撩 
势 取 为 4 = В x r, j Hamilton RRASA 8 2.1,(3)5) 


Йй = (Pt) + Мы (а + у) + е 0) 
A P 
92 = ws (3) 
w, = eB/2Mc. (4) 
能 量 本 征 值 为 
E = (2n, +} m |+ 1) ho + тй (5) 
n, = 0,1,2, 


m =Ü, 1, + 7,” 
如 召 =0, 财 化 为 二 维 各 向 同性 谐振 子 谱 ， 
Е = (2n, 十 | m |+ 1) has = (n + 1) Ау (6) 
n = 2n, 十 | m = 0,1,2,7 
АТАЕВ У Д = (n + 1), д SU, 对称 性 的 反映 
如 B-= оо, Вр ауа, оозу, ДИИ Ата а РЕЈ a h 
IJ ВЕ, EF Landau 能 级 ， 
Е = (n, +1 m |+ m + liho, (7) 
= (N + 1) Аюу, N = 28, +i m (+ m = 0,2,4, 
. 59 - 


= (n + 1/2) fw,,n = п, + (| m |+ m)/2 = 0,1,2, 
中 ,= 二 2wt;: 简 并 度 为 wo. 
在 一 般 情 况 (B 关 0) 下 ,能 级 简 并 全 部 蟹 除 .但 我 们 有 趣 迪 注 
意 到 ,在 爸 场 量度 合适 的 情况 下 ,使 得 
ww = afb, (8) 
aib AWEH a, b 8627), ШАВ 2: H; РЕ ЯА a JE 0 ЖОНУ лс 4 
构 , 岂 下 先 有 具体 讨 论 两 个 特殊 情况 . ЕН F AS 628 TE a ЛЫШ 
磁场 强度 的 变化 , 见 图 2.1. 
(a) wiiw= 1/3 
E= (21, +1 m |+ во + 3 mho (9) 
= ha ( N + 3)/3, 
N= бл, + {1 m+ т) +21 m= 0,2,4, 
能 级 简 并 度 为 


fy = 1502 +1)]= 1,1;2,2;3,3;-.. (10) 


Lx] 表示 不 比 x 小 的 最 小 整数 .最 低 10 条 能 级 的 各 简 并 态 的 标 
w, RÆ 2.2(а). 
(b) wgw = 1/2 


E= (2n +1 m 1+ 1) ко + 3 mko (11) 
= hol N + 2)/2, 
N= 4л, + (1 тік тїт) жі m = 0,1,2, 
能 级 简 并 度 为 
f, = Е (N+ D] = 1,1,152,2,253,3,33-- (12) 


最 低 的 12 ВЕ НА) 3FE EE ВУИ: Ме 2.2(Ь). 


` 6Ü °" 


ж 2.2 СЫРЕ + 均匀 磁场 
中 电子 的 能 级 克 结 梅 ， 


ИЧЕ ТӘ VE Мб! + у), = ш +] ,w= eBI2 Mc. 


(а) оѓо = 1/3 AE И (9), ) (baje = 1/2 ТЕТ СА (1155) 


|= 


|- ер $ j= ее els 


0 
0 
0 
l _ 
0 
І 
0 
0 
I 
0 
1 
Ú 
o 
i 
2 


МЮ МӘ = © шам =e = щш үә e = m= 


| 


ы Мз = в = = O| = — б 


Ly м к= = Б 


L=. 


和 i 
ала" ` 
和 


4.0 


3 


2.5 


› 


CB? B, 
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{ч 
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图 


` 62 


2.3 互相 垂直 的 均匀 党 磁场 和 电场 中 
粒子 的 运动 landau 能 带 
Бн Ey AD, В їйї Dih. ESTE Landau МЎ А, 
$2.1,(9) 式 ),A =( — Бу,0,0), н?н g РУЛ F BU Hamilton 景 为 
A = [P+ By) + Pi Р дву. (1) 
从 经 典 力 学 来 看 ,由 于 粒子 受 力 在 ху 半 而 内 ,如 粒子 初速 方 回 在 
ху 平面 内 , 则 将 子 将 限制 在 地 平面 内 运动 .从 量子 力学 本 征 值 问 
题 来 看 ,不 妨 杷 洛 > 轴 方 器 的 自由 运动 分 离 出 去 .于 是 疝 题 就 化 为 
二 维 粒 子 运 动 . 此 时 

H = [| P. + B) + Р | 一 ФЕу. (2) 


2. 
Е, [P АО, |P 1,20), B АДФ АГН у 
н ® АЖ (Л, P. B ЗЕ [н] ЖЕШ 2 , ВП 
ф(х,у) = e plr), (3) 
- 0 < РК) <+ %, 
ФО у)? ЛЕ 
[sul (P. + 98), ЛЕ gE (у) = єф(у), (4) 
s ВЕЕ АЛЕН. БАГ ЖЛ y ЛЕ T BV ВЕ НЕ A tE Jy Eé 


| h P гв 


1 - B° 
- 5м 372 + ИТК - yo) pír) = É - >Р» + 4 raya] PY), 


Ме? í gB 
» = тр We: * 4). (5) 
和 是 谐振 子 势 的 平衡 点 ,依赖 于 Р, E FB 的 值 .能 旗本 征 人 为 


= 1 ly ФВ 2 
Enp = | n 十 >) hen, + > M: - эмс? 

1 СЕР, Ме? Е? 
= (n gji e , (6) 
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п = 0,1,2, 
w, =| 9 | BiMe. 
ЕАН Pg( E = 0) 时 ,能 级 还 原 为 Landau 能 级 .如 在 x 77 ie] 
的 运动 不 受到 男 外 的 限制 ,可 以 联 ({ - ос, + wm) 由 一 切实 数值 ， 
因而 yo tE ARC- оо, + e ) 中 一 切实 数值 .所 以 每 一 条 Tandau 
RE ARIE œ E mF. 
"FD {ЕЛЕ A0, НЕ ep KET n 和 P,, 能 级 简 并 解 
ER. 如 在 x 方 盯 的 运动 不 受 为 外 的 限制 ,-%w<P<+ 名 ,PP. ПЕ 
续 变 化 , 则 每 一 条 Landau 能 级 都 将 展 宽 为 一 条 连续 变化 的 能 带 ， 
位 好 在 x 方向 的 运动 受到 限制 , 旭 p 取 值 将 受到 限制 ,能 级 的 简 
并 度 也 变 为 和 有限 .例如 ,假设 粒子 限制 在 x 平面 内 的 面积 5 rh i= 
动 , 则 Landan 能 级 简 并 度 为 A= -9 5. 此 时 , 当 加 上 z 方向 电场 
时 ,每 一 条 Landau 能 级 都 分 裂 成 /条 分 立 的 能 级 ,构成 一 条 能 
市 , 称 为 Landau 能 带 . 能 带 所 包含 的 分 立 能 级 的 数 自 为 
f= | -11 L BS 


Ф = BS Fil xy ` Тет 的 位 通 量 , Ф = herl gi AREN La 
子 . 所 以 Landan AE PF КЕЗЕ НЕГА S 的 磁 通 量子 的 数 
Н. 

Landau ЯЕ EJ] 2 1н BJ (ЖН ЗЕ ЦЕ 50 ДЕ ЭР Б] ЇН ДЧ), {ЕЛП ЕЖЕ 
直方 向 均 名 电场 后 ,形成 等 疝 距 分 布 的 :一 系列 能 上 带 , 相 邻 能 带 的 问 
腺 中 ,还 本 能 存在 让 户 的 电子 束缚 态 能 级 ,在 这 种 能 级 上 的 电子 不 
参与 导电 .Tandau 能 带 概 念 是 理解 整数 量子 Hall Лу - ° НЕ g 3£ 
础 有关 介绍 可 参 阁 文献 [5|( 瘟 衣 林 , 王 育 名 .大 学 物理 中 的 前 
阁 问 题 .p.46 ~ 58). 


= Ф/Ф,, 


[ 5] Klitzing K V,Dorda G, Pepper M. Phys. Rev. ой. , 1980,45 .404. 
[7] Іо R В. Phys. Rev. ,1981,B23; 5532. 
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2.4 圆 环 上 带电 粒子 的 能 请 与 磁 通 


2.4.1 AE 


ARRERA MFU qg 的 粒子 ,限制 在 半径 为 R EIEE. 
采用 极 坐 标 ( 订 点 取 在 环 心 ) , Hamilton ERRAN 
р? j: һ а 


ñ = - = -—— — = — — — —. 
Í = 231 = эме ` ~ IMR Ор? 1) 
а м; „з дш ку. 
其 本 征 态 可 以 取 为 守恒 组 上 ,= Rp.= -ih go PAES, 
1 | 
„б ) = —=—e, (2) 
Си м 27 


相应 的 记 АЕН S ть. HRUE L, HJERTER? = L. ER (оф) 
EARTE AIE RIRA), 

dlp + 2л) = yie), (3) 
[32 2 

т = 0, <= 1, + 2с. (4) 
ШЖ Sp say bJ pa ЛАР S SE АСЕ ВИ, BE EF £ ñE (Ñ 
为 
(5) 
ER m =0 5, НЕЯ B: f fal Jf , 
2.4.2 有 磁 通 情况 


没有 一 条 刻 限 长 的 顷 螺 线 管 穿 过 环 心 ,磁场 8 限制 在 管内 ， 
磁 通 为 四 .在 管 外 无 磁场 (8 = О) ПАК А. (IRIRA 
[к J Ba, SR: ФТТ ШО rA ЕТ .北京 :科学 出 版 扩 „1990.161. 
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Aharonov-Bohm 型 磁 踪 管 ) .从 经 典 电动 力学 来 看 ,在 环 上 运动 的 带 
电 粒 子 不 受到 Lorentz 力 ,粒子 的 能 量 不 会 受到 磁 通 存在 的 影响 ， 
但 从 量子 力学 来 看 , 矢 势 生出 现在 Schrödinger 方程 中 ,能 量 本 征 
信 一 般 要 受到 磁 通 的 影响 .在 严格 求解 Schiidinger F ЖЕСИН, 下面 
先 用 Bohr 量子 化 条 件 来 讨论 -一 下 粒子 能 谱 的 变化 . 


ERE p, R A пр у 
A, = Ф/Охр, À, = 0, А, = 0. (6) 
可 以 看 出 ,p =0 点 为 А B) OS. ЕЕЕ, о = 0ч, В = 
V x A=0. 
对 于 在 环 上 运动 的 粒子 ,机 械 动 量 为 My, 正则 动量 为 My + 
ФА, Гс, ЛЕМ ЗЕ (Мо + дА ус) Е. Bohr 正则 量子 化 条 件 ， 


(Мо + аА„/с)К=тһ,т=0, +1, £2, ENE, MoR = mh — qARiec 


=А(т—4Ф/2тАс),ВЕ Ж Е = y Me. = (МЫҢ) МЕ? 为 


2 2 


= =m | m - ЖТ) ‘m = D, zl, + 2,:"". (7) 
ЧН ЕШ ЖЛЕ ЕКЙ РЕФ 的 值 . 它 与 瑟 磁 通 傅 
况 下 的 能 谱 显 然 不 同 , 尽 管 在 右 磁 通 情况 下 环 上 粒子 所 在 地 域 的 
磁场 В =0. 这 完全 是 一 种 苹 子 效应 . 


[ 注 】 ННВ o 的 回忆 的 线 积分 , WRA |а - dl = 2rpd; . 
Ё 


П Stokes 定理 ， аш убу ха) САДЕ 


标 系 中 ， 
I #3 д 
(V КА), = ggi T 516—0. 
3 д 
入 
(V xA) = -- ga 
(V ха), = ооа) -- AO ie = OBRE). 
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Е НЕЕ А РНЕ а БЕ Е. ШИ РЈ 
Hamilton Æ 为 


2M С 
1 а 94,8] 
= ИК! IR зае | 
„юра _ i by 
- УИ э, С aas] | (8) 
能 量 本 征 方程 为 
h? {9 1% 
k SMP 95 ` эы) v = EY. (9) 
КЕ ЖЛ p l) , 令 
(е) = yp. у(ф) = „-Фе, (10) 
_ poe 
代入 (9) 式 ,可 得 
юа 
- зме зр = Ер, (13) 


方程 中 磁 通 ФЕНА. д Ж Эл N д (фо) ~ en, 相应 的 能 量 为 
m kR ‚ПП 


pip) = = e (12) 
pt9) 要 求 满足 周期 性 边 条 件 ( 或 称 单 值 笨 件 ) 
plp + 2r) = pip), (13) 
由 此 可 得 
(m + gihe) = m = 0,+ 1, +20“, (14) 


- 15 т. y — A” — - ”一 od 2 Ф _ 
СЕЛАНИ A+A = А-У ү. А = А-у р 


Н. (р) = Фр От) ВН. 


因此 ,能 量 本 第 值 为 


т 2 h: h` q? z 
Ë = SMR = зме" -E (15) 
A ba OJ iË ЖЕ ДЕ ЙЕ РЁ ЖС Ar 
еб" “е _ ене, 16 
Pml) = Fz 7 (16) 


ИРИК, к Шы. А-ДЕ a ui 


w #„# F F k F E = тшт R = а A = а_а N п - c f ап a 1 F Ff FF F = 


T w э ч m F k m а nn ъ 


环 上 运动 的 带电 粒子 并 不 感受 到 磁场 В 的 Lorentz УОК) 


-4 


4 

4 
— zd 

—3 

+3 
3 
+2 2 
z 
` 1 
+1 1 
9 0,1 Ü 


图 2.2 带电 平面 转子 能 谱 ({ E. - кә/(5® (эзше) tb, = helg 


力 午 观点 来 看 ) .特别 是 能 级 的 简 并 度 . 在 更 =0 情 况 , 除 基态 外 ， 
各 能 级 为 二 重 简 并 .而 当 Ф/Ф, = р (Ф, = hciq), 所 有 能 级 都 
是 一 重 简 并. 当 ФФ, = 整数 ( 超 导 环 ) 情 况 ,能 谱 与 无 磁 通 情况 相 
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Б] .在 一 般 情 总 下 , Ф/Ф,„, = Ж ФЕТ YF ар ЖЕ, EH ЯТ ШЕ ЖЭ ЖЕЛЕЗА Ia) 
З.В! ЛЕБ РОНЕ uj y ЕК ТЕЕ ЖП TE dk, , K ей ДЕ Н] ЛАЙ, 
测 的 ,对 此 ,Merrbacher[9?- HE7); 

“We refer lo this nonclassical effect as the Aharonov-Bohm ` !94effect. 
which provides Ше example that, though В = 0 in the circular track, the 
nonvanishing of the vector potential A gives rise to a physical effect”. 
7с PË — Eh a f %⁄ w ПЫ у T Bir fE Hb Ek ВУ (local) #29 B = 0. 
ju f BJ 5 258 ХЕ ЖЕЛЕЗЫ ААС Y dp .\Х АЕ Hq T Sehridinger 方程 中 
ПЖ Y А, KH SPS Н В 1 RA ( BJ e УР) 
关 的 相 央 了 ,内 而 通过 波 函 数 的 单 值 条 件 而 影响 到 定 态 能 级 .这 是 
АВ ЖС, $2.6) 存 东 缚 态 中 的 表现 ,最 初 ,AB 效应 是 讨论 通 
过 阿 条 路 径 ( 中 间 包 围 有 磁 通 ) 的 带电 粒 了 的 波 冰 数 的 相位 差 面 产 
ERTER, И ЛА НГ. 

: 般 涪 来 , 带 岂 q 的 粒 子 在 磁场 中 运 云 动 的 Hamilton Æ A (W ZÉ 
ERK, Мәк 1) 


ñ = (Р 4a) ‚Р = ik V (17) 
А 为 电磁 场 泉 势 НЕШ АЕ Л Ж л 
zy Ê - 94), plr) = Ep(r). (18) 
ДЕ iy H, 2 
gr) = (renta, (19) 
Ep et? у Dirac 相 因 子 , S(r)3 E 
V S(r) = А (ғ) (20) 


{9 ] Mernbacher E. Single wuesness of wave function. Ат.]. Phys. ,1926,30:237. 

[0] Ahavonov Y, Воһт D. Significance of electromagnetic potentials in the guintum {Аеогу. 
Phys. Rev. , ID59.115.385. 

[1] Berry М У. Proc. Roy Soe. (Tondon), 1984, A392.45. 
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或 


S(r) = 3|4(r) -d+ 常量 ， (21) 
用 (21) 式 代 人 (18) 式 ,不 难 求 出 
- È Vg (r) = EY (r). (22) 


矢 势 已 在 方程 中 消失 .其 体 用 到 木 题 中 ,4, = „©, |A) 
УЧИ 
ПОХСА (23) 


附注 . 含 时 Schrödinger 方程 的 规范 变换 
注 1 带电 9 的 粒子 在 矢 势 A4 和 标 势 o 中 的 会 时 Schródinger 
方程 为 


ih 5 = ЕЗЄ 一 ЧА) + qe |, P = - ik V (24) 
必 规 范 变换 , 令 
р = "et, (25) 
不 难 证 明 '!3 
ise = [s [Ë - ta) + og Jy ,P=-iivV (26) 
式 中 


А' = А + V /(r,t) 


d 27 
o = Ф убт) (27) 


[12] Byers №, Yang CN.Phys. Rev. Гей. ,1961,7:46. 
[13] 0. 5A. ATJ 着 | .北京 :科学 名 版 村 ,it990,323. 
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注 2 ЖАТЫН, J А = A(r),e =0( 5 t X; 
关 ), 则 


. 9 lis q ° 
ib = y |P - A) #- (28) 
A 
vy — а АГ (29) 
则 
` СА 7 l т) q r < ? 
iñ 1 = yl P _ A | 多 (30) 


A = A+ У fr), ф = 
没 想 了 取得 合适 ,使 VV f= -4, 则 4'=0, 即 矢 势 在 Schiidinger 方 
程 中 消失 ， 
ih y = M Pg. (31) 


=, ЖЖ Ў М. Sehtidinger 方程 (21) 中 消失 ,只 须 作 如 下 变 
F, 


ф = e Фф, (32) 
AH S= -gffe,V S= -qV file = фАЈе, В 


S(r) = TAC) ‘ dr’. (33) 
或 者 说 ,与 无 尖 势 下 的 流明 数 六 相 比 ,在 存 和 失势 А 的 情况 下 , 波 函 
数 y=e ,多 出 了 一 个 相 因 子 , 称 为 Dirac 相 因 子 
exp| 4 | Ан) а г | (34) 
注 3 设 只 有 电场 ,可 联 o= plr), А =0.Schrüdinger 方程 为 


| 

1А а” = [5,2 + ap ly А (35 ) 
令 =e у 
оК 


- 7I > 


. 2? , _ l ç: 
ih g% =5 РФ, 


MER A =0,' = 0. 这 相当 于 变换 六 = op). ТШ, Ж ЖЗ 
gp (L) DÁ Schridinger 中 消失 ,上 只 须 作 如 下 变换 ， 


ЕНТ: 


те. (36) 
; 36 
Sit) = 一 Грбе). 
更 一 般 情况 , 设 
iñ Fy = [Ê+ V( e) 1, (37) 
D ра фе" S = - [vanar , ШИ 
: 可 # Р; Р 
iñ 5 W = Hg (38) 


方程 中 标 势 所 二 就 消失 了 .换言之 ,与 无 标 势 于 的 该 图 数 Ш' ЯН 
E RAR y=e y pgh- AH 


exp| 一 ifv t )dz] (39) 


Жа 经 典 电动 力学 中 ,带电 q 的 粒子 在 电磁 场 中 的 Lagrange 
量 为 


т? + ТА V- qo. (40) 
按 Femman 的 路 径 积分 ,传播 子 x ее RH S = [Ld ,三 中 的 
ГА "vw 项 贡献 相 因 了 了 为 
exp| 4|А ' vde] = ЕЗИ . dr | А (41) 
_ qo 项 贡献 相 央 子 为 
sxp[- q| parl. (42) 
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2.5 超 导 环 内 磁 通 量子 化 与 Meissner 效应 


实验 证 明 5 通过 -个 超 导 环 的 磁 通 量 是 量子 化 的 , 即 磁 通 
BE Фф 
Ф = пф, Ф, = Һе, п 为 整数 . (1) 
此 现象 曾经 为 London Wia id US), Byers 和 Yangt2 对 此 作 了 更 深刻 
的 理论 分 析 .在 分 析 中 深入 讨论 了 滤 函 数 的 半期 性 { 单 值 ) 边 条 人 性 
以 及 有 磁 通 和 无 磁 通 情况 下 波 函 数 的 差异 . 
物理 量 的 其 子 化 现象 是 量子 力学 区 别 于 经 费力 学 的 一 个 主要 
特征 , 它 和 Planck 常数 À, 紧密 联系 在 -起 .众所周知 的 角 动 量 量 
子 化 问题 , 早 在 Bohr 和 Sommerfeld 的 早期 量子 论 中 已 提出 .后 来 在 
de Broglie 的 物质 波 假说 中 从 波动 的 相位 相干 性 对 此 作 了 一 个 物 
理 上 的 广 释 .在 波动 为 学 中 , 艾 从 明 动 量 算 符 的 厄 米 性 各 波 了 匡 数 的 
周期 性 边 条 忻 , 对 角 动 量 芭 子 化 作 了 更 严格 的 理论 解释 .应该 说 ， 
ee АИА рги 


*f в в тт в т єє ж F а 5 m + о т я шо Fk ш 5 в 8 58 KB 
w „а б m k = 
T п т =т=т R єт .eëv a а _ LLCICIL ъъ эъ къ ü п =+ “EFF ё& “mx 


的 现象 (9 = – 26). 
下 面 简单 介绍 Byer 和 Yang 的 理论 分 析 !1 , 供 初学 者 参阅 
考虑 图 2.3 АТКАН OME Н РК). ЕА Meissner ПУ, 
赵 导 体内 部 (P) 区 城中 磁场 B =0, 由 流 为 0, 但 在 其 表层 ,有 电流 
存在 ,内 此 而 产生 的 矿 场 与 外 磁 源 产 牛 的 磁场 在 超导体 内 部 互相 
抵消 , 伺 任 环 内 产生 一 个 磁 通 Ф. 


[it] Deaver B S.,Jr.Fairbank W M. Phys. Rev. Let. ,1961,7.43. 
[15 1 London К. Зире. Жем York : Johr Wiley & Sons, Inc. 1950. 152, 
(16 ] Meissner W, Ochaenfeld К.  Naturwiss, 1933, 21:787. 
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图 2.3 
在 超 导 掉 内 部 ,电子 的 能 是 本 征 方程 ( 即 定 态 波 函 数 满足 的 方 
程 ) 为 


DE V+ 24(m] y+ Ир = Ер (2) 
А НР ВО 85. RA, ЖОЖ й Е se 
值 性 (周期 性 ) 条 件 . 考虑 到 超导体 内 部 吾 = 又 xA4=0, 可 以 令 


зу = ФА -al = B- ds = Ф. (3) 
iy 
Ф = фер - 2 Ру (г]., (4) 
代入 (2) 式 ,得 
У syl- ih VPP + WE = EZ, (5) 


а PHZ nR 0 一 周 后 (其 它 电 子 位 置 不 动 ), 考 上 不 到 式 (3) 
各 (4) ,wr 变化 如 下 ， 
* YA * 


g -> gel $ _ peT, (6) 
Ф, = ћсі2е. 
EERON - ОНЕ F, (Ф=0) = y EPH, SETH O 一 
Б, W Pq УЕП. {Н ТЕ В ООА F, 并 不 简单 地 与 上 $= 
多 (下 =0) 成 比例 , 风 并 不 单 值 . 

在 边 条 件 (6) 下 求解 方程 45) ,可 求 出 电子 的 能 量 本 征 值 Е.ТЕ 
形状 规则 和 适当 条 件 下 (例如 ,WF=0,5S, 和 S, 为 同 轴 国 轴 面 的 情 
沉 , 在 SS 和 8S 面 上 点 =0), 可 以 找到 方程 的 解析 解 .在 一 般 情 癌 
下 ,尽管 其 体 求 解 有 困难 ,但 可 以 判断 : 

(1) 能 量 严 是 下 的 周期 隆 数 ,周期 为 2Ф„ = eí e .因为 在 方程 (5) 
中 不 出 现 盏 ,而 从 (6) 式 可 和 |, 省 DD + п2Ф, В, АБ ВД Е АЎ. 

(2) 如 V = У, МЕ (Б) A9 НГ ЕВА, Е Ф ВОРА 
(Ф - Ф, ЕЛ). AAE АЖЕ, ДИК ТЕШ [В] 5 ў 
FPF. 

5 CEE, a AI, ААС РР Of AT КӘНЕ 
ФЕ АЛА RARE helo ARRA 2.4). hE, 5 Ф 
= (hele) x а ёрй = (ве) х 整数 时 ， 


530 = 0. (7) 
另 -方面 ,超导体 内 绕 O 点 的 体 电流 为 
í = kTc 5510 |, (8) 


e 为 光束 ,让 Boltzmann 常数 . 按 Meissner 效应 ,要 求 =0, 妈 要求 
9m8/3 加 =0, 即 对 于 体系 的 稳定 态 , 要 求 nO( 作 为 Ф АОВ), К 


D heic 
图 2.4 ЖА Byers 和 Yang 2-0 
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拔 太 和 概 小 值 . 结 台 (7) 式 成 立 条 件 , 即 要 求 伐 通 量子 雍 ,下 = пф,, 
Ф, = hele. 


2.6 AharonovBohm 效应 


在 经 典 电 动力 学 中 ,标明 邦和 矢量 势 , 原 来 内 是 作为 描述 电磁 


N в „ж „а ж 6 а а и m ш 


中 ,对 于 带电 粒子 的 描述 , BJ 00 ЗЕ Hi ЭИК ЖП У {Н ñr + T 
运动 的 基本 方程 中 

т 20 = (gE + fux В), (1) 
却 只 出 现 粒 于 所 在 地 域 的 (jocal) 的 电场 强度 ELr,t) 和 磁场 强度 
Blr,i). 

与 此 不 同 ,在 量子 力学 中 (无 论 是 Schridinger 的 波动 力学 ， 
Heisenberg HJ ВЕ 2, BE Feynman 的 路 径 积 分 ) ,对 于 带电 粒子 的 
描述 ,都 会 出 现 矢 势 和 标 势 .例如 带电 粒子 的 基本 方程 
Schrüdinger 方程 中 ,就 不 可 避免 出 更 矢 势 和 标 势 .Aharonov-Bohml "i 
首先 注意 到 电磁 失势 和 标 势 的 深刻 的 物理 含义 ,他们 指出 ;在 电磁 
场 强度 为 零 的 空间 中 (但 矢 势 和 标 势 并 不 为 零 ) 运 动 和 的 两 束 相 十 的 
带电 粒子 ,其 省 画 数 有 可 能 出 现 不 同 的 相位 变化 .因此 ,把 两 东 糙 
子 重 新 会 素 后 ,会 出 现 可 以 观测 的 干涉 现象 .不 久 , 在 实验 上 的 确 
观测 到 了 这 种 现象 6 人 们 称 之 为 АВ ЖУ ЧУ, Furry 和 Ramsey 19: 
还 其 量子 力学 理论 本 身 的 自 洽 性 来 论证 了 AB 效应 的 正确 性 .下 
面 分 别 讨论 两 种 形式 的 АВ 效应 ， 


[17] Chambers R G. Phys. Rev. Lett, ,1960,5;3. 

[18] Ф], 3 [8]. Peskin M, Tonomura A. The Aharmow- Bolin effect , Lecture Motes in 
Physica, Yol . 340. Berlin: Springer-Verlag, 1989. 

(19] Bury W H, Ramsey NF. Fhy.Rev. ,1960,118:623. 
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2.6.1 АВ 


如 示意 图 2.5 所 示 , 相 十 电子 束 在 А s 25 py D 2 3 pp 321 А 
K ,分 别 经 过 空间 两 条 路 径 P 和 PP,, 然 后 在 D 点 重新 会 案 . 诬 在 


图 2.5 Е АВЖ E A 
LEAM F , S pR 3⁄4 ДЕ 25 
BOP) ~ Сг.) + J.(r.t). (2) 
ВЕЕ 3 53 PS ЖЕТИ 42 — Pal ЛУ ТЕ АЗАК РСЕ Ч И Тат is] Ур), E 
AARS B, ШӘ) Ф.К, ШИН B = 0, Н E f W Ë 
电子 经 过 的 路 径 上 上 B ОЧП А 0) БЕ „НАЗ РЕ 2 Е — 
个 Dirac HHF (g= -~ е) 


ф(г,т) ~ Аб. ев = |, 4(7) * dr| + фк.) 
x exp[ -让 | 4(r) ' dr| 


ф\т) + | - ief ü асо l аг 


R 


2 (r,t) + plr, i) exp| — ACr) ` dr | 


= (ғ) + gar st) exp ею) ， (3) 


Жан p- P Ac) . dr = || (у x А), ds - |в -dS 是 通过 螺 


管 的 矿 通 .因此 ,在 有 磁场 的 情况 下 , 88 pP EJ ЖЕТИ Те К) Ea, — Iz ОҢ И 
` ZF * 


有 一 个 相位 差 

ò$ = еФ/һс. (4) 
随 磁场 强度 ВОВ 年) 的 变化 ,相差 58 也 发 生变 化 ,干涉 花纹 也 随 
之 调 变 .周期 为 Ф, = 2лћеѓе = jefe .这 已 在 实验 中 观测 到 (heie 
oscillation, 8k fR АВ oscillation ) ， 


2.6.2 Fš AB 效应 


设想 入 射电 子 东 被 分 为 两 束 ( 图 2.6) .分 别 经 过 路 径 P, 和 
P .在 路径 上 分 别 放 置 Faraday 简 ( 空 心 贺 柱 金 属 简 ,起 屏蔽 作用 ， 
简 内 无 电场 ) .两 个 简 的 甫 电势 分 别 为 р, 和 pp BAE Ap = o, - 
mp - 设 电 子 经 历 Faraday 简 所 需 时 间 为 , W p W ЕАН + 
ВУЗЕ РА $k — sj ВЕ — e 8412 , 


ёф = Ар. (5) 
由 于 技术 上 的 研 难 ,这 种 电 АВ 效应 尚未 在 实验 上 观测 到 


ТУУЛУУ. 


图 2.6 EB AB ур РЫ 
2.7 标量 AB 效应 


最 近 , Allman 等 人 悦 刑 用 中 子 十 涉 仪 进行 了 类 似 寺 电子 的 电 
АВ 效应 的 实验 .中 子 不 带电 Cg =0),1Н А pJ Н .在 外 磁场 


(20) Alman RF е al. Phys. Kev. Lett. ‚1992,08;2409. 
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如 中 ,将 感受 到 一 项 相互 作用 能 = - H = - пу В, (е 为 
Paul $) E N P PA ЖИ o 的 相互 作用 T 耻 = — ер 有 相似 
之 人 好 ,中 子 Hamilton Amn 28 


a lo 2 < . 
H = == P – на B, p =- ih V (1) 


ЖП 2.7, ASHT BE СО ЖЕ y ЖЕҢЕРИНЕ, ЖУУИ о РЯ 35 
路 经 后 ,在 号 点 重新 登 如 .在 路 径 上 分 别 放置 有 曲线 管 . 在 两 个 螺 
线 管 中 除 通 有 恒定 电流 外 ,在 第 2 螺 线 管 中 还 加 上 脉冲 电流 , 产 牛 
ШЕ ВО) ,每 次 持续 时 间 .中 子 训 经 过 此 曲线 管内 部 时 ,将 
感受 到 此 坟 冲 磁场 的 作用 .因此 ,经 历 两 条 路 径 的 中 子 波 函 数 之 间 
有 - : 售 相 对 相差 . 设 磁 允 方向 为 z ym, F f W @ УАК Л (о, 
= 1), 则 此 相差 为 


8% = A (2) 


ЗС 99) P U XW ЗЈН 22 5! Ж BJ T Б, ОУК B: АВ 效应 
{scaler AB effect). 


图 27 ЖЕ AB 效应 示意 图 
但 正如 Peshkin 各 Lipkin 1 Н X Ah Pn АВ 效应 与 电 АВ 
浆 磋 有 上 本质 上 差异 ,首先 表现 在 ,AB 效应 起 非 局 域 的 {nonlocal). 


[2F} Peshkin M, Lipkin. H J. Phys. Rev. Lett. , 1995 , 74:2847. 
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ТЕШ uk Hi, AB 2 W rH tB, T 3Ë 3 56 25 23| š PS; ek Ea, E BJ TE HH 21 ,电子 
与 电磁 场 之 问 没 有 动量 .能量 和 和 角 动 量 的 交换 ,并 且 其 Hamilton 
量 .可 观测 量 的 运动 方程 和 对 易 关 系 中 , 郁 不 涉及 电子 所 在 地 域 的 
(Jocal ) 当时 的 (ceontemporaneous} 电 磁场 强度 .而 在 标量 AB 效 点 中 ， 


则 涉及 中 子 所 在 地 域 当时 的 磁场 刘 度 .其 次 点 现在 ,AR 效应 是 … 
种 上 共有 拓扑 性 质 的 效应 (topological efect), 要求 电子 在 一 个 多 连通 
域 中 运动 .对 于 空间 革 :特定 点 ,或 者 十 涉 仪 中 的 基 - 臂 , 并 无 一 
个 客观 的 相 移 与 之 对 应 .两 个 Femman 概率 幅 之 间 的 相对 相 移 只 
信赖 于 它们 之 间 的 拓扑 绕 圈 数 (topological winding number) п. Z 2 , 
ав = S? Ən. (3) 
(对 于 干涉 入 ,两 臂 的 绕 圈 数 关 Sn = 1).09 К T ШОШ Ф 这 个 物 
ЯШ, Ф = | 4 dr, ИЕС 4 并非 规范 不 变量 ,唯一 的 规范 
不 变量 是 D,EE А 绕 一 个 闭合 围 道 的 积分 .此 效应 上 曲 显 是 非 局 
域 的 ,因为 29 依赖 于 在 此 积分 域 之 外 的 物理 基 下 .此 效应 是 拓扑 
性 的 依 义 是 指 它 只 依赖 于 闭合 围 道 相 对 于 它 所 包围 的 磁 通 的 折 扑 
ТЕШ. 
下 面 以 AB ЛЫ AB 效应 对 比 , 作 更 具体 的 分 析 . 首 先 ， 
在 АВ 殖 应 中 ,电子 的 Hamilton Ж 
7 бд) - op, P = ik V, (4) 
t B Ж К A 9 о, КП ЛЕШ Tu r OEA O. H 
磁场 强度 如 和 电场 强度 五 为 0. 对 丁 AB Л, ЕН РАН 
IE F H EF ,而 可 观测 量 的 运动 方程 为 


в (в 


тё = Fia, ЙІ = 0, (АЕН). 


与 自由 粒子 相同 , 式 中 不 含 磁场 和 电场 强度 .这 是 可 以 理解 的 . 因 
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МТТ ВЧЕРА B = 0, Loen: AA 0, Ea, f- Бу Ha, АА 
5 . 能 基 交 换 . 但 注意 ,正如 文献 中 指出 ,In quantum mechanics, 
the equation of motion alone do not deternine the dynamics” . AB 效应 中 
的 十 处 仪 的 两 臂 的 电子 波 果 数 之 则 还 可 能 出 现 相对 相 兰 (这 与 空 
间 的 非 单 连通 人 性 有 关 ) 

对 于 标量 АВ 效应 .Hamilton E ( 1) Чай S A rh T Pi fE HB. BR 
ЭШЕН йб НЕ BOLA AS) ,但 不 含 4 (RER В е [Б] 5] ‚Ж 
用 [aa: 呈 |]|= -2is x B, 5 hH, 

š = 36 = пе x B. (6) 
Ж S Jy РАЈЕ ЖЗ F f Er TE Hb h ЗВТ Е B. 这 与 АВ 
сле Be Б A Fe BJ] О. ORE L = po x B 是 作用 于 中 
ЧО Ж IJ ay bk ht СЫН J RE ih Fe 2EBES И ТӘ B MY 
HFE, В = Be, (6) {ЕУ 
d. = wa, б = - as, 8, = 0, (7) 
ш =2uBih BE armor Ж a ffi h я ЛЕ А ЭС ER Ж ЕС кріп au- 
tocorrelation operator) ,用 以 描述 с\т) T о, (r) bi ЖЮК, 


бї = lo.(0) ot) + с. (0), (1) + ЕЖА], 


(8) 
S(t) =-р1в‚(0)оу() - о,(0)о,() + JEKE] , 
显然 C00) =1, S0) =0. 椒 难 让 明 【 利 上 (77 式 ) 
Cir) = 5 (1), 502) = 一 tu 人) (9) 
所 以 
C(t) = сокол, SE) = — siwt. 10) 


ERASE o 随时 间 演 化 .这 不 能 用 经 典 图 像 来 理解 ,但 可 

БАРАСА Ы ВЕЕТ, ВЕР ЕЕ ol RRE и() = 

noli) z НГӨ ЈГ ТАЈ) Е -—-Бу ЕШ Ез 50, (а (Р) =(а,„(1)) 

=0. 正 得 一 个 对 称 陛 螺 ,其 前 动量 绕 伐 场 方向 进 动 -- 样 , 进 动 角 频 
^ Si А 


率 与 旋转 轴 和 磁场 方向 的 夹 角 无 闫 ,这 就 导 自 旋 自 动 关联 СО) 
st) 写 自 旋 态 无 关 的 原因 . 

中 子 干 涉 入 (图 2.7) 的 两 臂 上 的 中 耳 分 波 在 Рл ито 
时 , 自 旋 关联 第 OU) = at 流 ( 见 (3) 式 ) 

@(т) = wr = 26%, (11) 

因子 2 IFE ВЕ 1⁄2 的 波 画 数 在 转动 下 出 现 的 . 

如 单独 讨论 о, (1), 0,00), о, (г), MWEE FEES А ВЕ 
关 ,为 讨论 方便 , 令 В = Вп, п = ВІВ AEDA [и] & {у 6, A 
H = Рт - „Ве ‘п. е,с-п|- -2ig x n, 1718 


а 1 
4⁄6 = 19:0) = os x n (12) 
w = 2uBih 


此 式 与 (6) 式 是 : 致 的 . 
设 n = BIB ХЕ, (12) ха t 
d 
6 Xx n = wo x nB) x n 
= wl løe- n)n — G). (13) 
注意 ,os = отп AFER, o, = 1. Га,, H] = 0, ЖЯ (12) ЯП 
(13) 式 ,可 得 


“(а `n)n- e - (6 x n)] = іо (о nn- €+ (z x n) . 


(14) 
因此 
[(тєбп)п-т+итхп)!,=[(т+п)я-т+\тхп)], е^. 
(15) 
取 平 均值， 


(т: n),n (в), + iG x n), 
= [z > njn — 6), + 1\@ x п), | (созан + isinot). (16) 
| ЛН ЕЕ Е e n) НЕ (ол), = ona G 
” 82 . 


(G), = CT сов + (1 — сово) (е + Луп + \@ x nbosineəot, 
(G x n>, = (G x m)bocosot — [060 — (СФ Ajon ]sinet. 
(17) 
AR P TURIE, s, = e, (Wr z HA), iB n = (п, љо, лу), W 
еп) = пз, ахи) = e. X n =пуе,— пе, TK A (17), 
(a,j, = nins(l — cosat) — minot, 
(а, ), = пуп(1 — сова) — misineot, (18) 
(0,), = mà + (1 — ni)eoscs. 
它们 都 以 佣 频 率 w 变化 .如 吾 沿 z 轴 方向 (与 中 子 极 化 方向 相 
Fi), В = Ве,, В| а, = п, = 0, л = 1, Й! 
(oð = 0, (0,), = 0,(а,), = 1. (19) 
以 上 结果 也 可 直接 求解 当时 Shmdinger Jy 88: 48 ЭП (22), 


附录 1 规范 不 变性 


А1.1 经 典 电 动力 学 中 的 规范 不 变性 


ERR А (г, olr. EU F 236 Т 
A(r,t)—= A'(r,t) = Ағ) + V fr,t), 


ori) g'(r,t} = e(r,t) - 12 (гы), (1) 
Сг) ЗНАЧЕ АР PE ЖС, З ВЕ E 和 磁场 强度 如 
- уо 
Ë i e 974 (2) 
B- V xA 


保持 人 不 变 , 政 称 之 为 规范 不 变性 ,(1) 即 规范 变换 (从 规范 5 到 规 


122) SA BAH, Е.Ы BS 88 А Lp lin. 北京 :科学 出 版 社 1988. 
280. 
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范 С' ПУ ЛЕЙ). 
考虑 带电 q 的 粒子 (质量 МӘТЕН R p К 5). 
Newton 力学 形式 
Newton 方程 中 


Mr = [E + tux B), (3) 


”上 内 出 现场 强 E 和 如 ,而 不 出 现 А 与 gp 本 身 ,方程 的 规范 不 变性 是 
明显 的 . 


Lagrange 力学 形式 
Lagrange 量 表 示 为 
Іғ,0,0) = м? - [çC -To А(г, р] ©) 
si СЕЗЕ = 0, = 1,2,3 (5) 
可 得 出 
d 
а; Ме + A] олар + £ 
ЕП 
(мо + I4)=- 47+ 9 vo. A). 
利用 
d 
Jå = ŽA + (v> V)A, 


Vlv-A)=0x (V хА) + lv- V)A = px B+ (0 Y)A, 
同样 可 得 出 


d 
M то = 4E + (ох B) (6) 


Hamilton 力学 形式 
粒子 运动 状态 用 正则 坐标 r(t) 和 正则 动量 РО АМЫ ТЕ 
Р #4 я 


зя >, 28 


P = 32. Mo + ЗА = z+ ЗА, (7) 
U C С 
л = Мо, (8) 
л 称 为 机 械 动 量 .粒子 的 Hamilton 量 定义 为 
H- o РІ 


= s. [Meo + ZA) м +а(е 0А) 


= М + дф, (9) 
pp 
ñ = sa [P - А) + qo (10) 
正则 方程 表示 为 
* = yap), P =- Àl, Pt) (11) 
由 此 可 得 出 
MF = qf E+ Тох B). (12) 
在 规范 变换 (1) 下 ,Ч Ёк г ЯИК ЛЇЇ л 保持 不 变 ， 
rl = r(:), m (t) = m(t). (13) 
类 似 , 机 械 角 动量 
А = rx m = Mr x z (14) 
也 保持 不 变 ， 
А'(ї) = Аб‹). (15) 
ЇН ЕЛЕ КИКИ ҮП. ЖЕДИ, 
Р = Mu + ЧА, 
P = Мо + ТА’, 
所 以 (参见 (1) 式 ) 


“5 ° 


P = P+ VArt). (16) 
ВРЕ, Hamilton 量 一 般 也 与 规范 有 关 ， 


Ш(т,Р,)= Р _ AD) + gpl r,t) 


-+ we ит 
n 1 : 
P,P t) = ggl P - СА (7,0) + gp (r,t) 
= >н? + дф’ (r,t) 


= эн” + go (r,t), 


й'= й- 45. (18) 
с t 

RE B ЖЕК (ñr =0) 情 况 下 ,可 以 取 4Cr) 和 g(r) 与 + 无 
3 , Bm BJ 823 //ə+ =0. 此 时 

| ф (г) = plr) (19) 
因而 


= 


Pr - ñ. (20) 
Hamilton EF m S г 的 情况 下 , Hamilton 量 守 恒 , 即 能 量 守 但 . 注 
意 , 即 使 在 此 情况 下 ,ez 可 以 理解 为 带电 粕 子 的 静电 势能 , La- 


grange(4) Ж rp 9 — 20 -®5. A 也 不 能 理解 为 静 磁 势能 ,因为 
Lorentz JJ 0 х B 永远 与 v 垂直 ,对 粒子 不 做 功 .这 表现 在 Hamil- 
юп Ё 

Е 1 2 М 

Н = э” + йф(т) = >” + (ғ), 


只 有 一 项 要 械 动 能 和 一 项 静电 势能 . 


+ 56 ` 


А1.2 是 子 力 学 中 的 规范 不 变性 


从 经 典 力 学 过 滤 到 量子 力学 时 ,经 典 力学 量 将 代 之 为 相应 的 
顾 米 算 符 .如 和 何 构造 这 些 算 符 : 通常 采用 正则 量子 化 程序 , 即 把 两 
个 经 典 力 学 量 的 Poisson 括号 


| {8А ӘВ дА ӘВ 
{А,В! = > Эх, T-a 3л}? (21) 


(э, ж, pi 为 体系 的 正则 坐标 和 动 基 ) 化 为 两 个 相应 算 符 的 对 易 
式 
2214.81 = (АЁ - ВА). (22) 
特别 是 ,对 十 最 基本 的 两 个 力学 量 , 正 则 坐标 和 正则 动量 , Poisson 
括号 

{хәр} = 8,, (23) 
化 为 


іц. - 
i {Pi| = 8,. (24) 


在 Cartesian 直角 坐标 系 中 ,个 粒子 的 坐标 算 符 ( 取 举 标 表象 ) 和 和 
动量 算 符 通常 取 为 


£, шоху, 
А (25) 
р, =- 1һ A 
在 曲线 坐 奈 系 中 动量 算 符 的 表示 式 , 凡 附录 2. 如 采用 矢量 形式 ， 
则 
r=r, 
p = iñ V. (26) 


ERER T, й NERE, ХАЛЛЕ БАА, 5 Et 
АТИ УНЕ, ВЕ ЖЕЕП а? 但 通常 作法 是 ,不 
HUH Z Miq, ЕЛ ЕЛ BL PJ А Е ВЕ -ik V , ËD 

' R7 ` 


r =r, 

p sb Q is Ç. 2 
在 Feynman 书 中 ,对 这 种 作法 的 物理 考虑 , 作 了 一 些 说 明 (23). 在 理 
论 应 如 何 理解 ?这 里 应 特别 担 到 ,在 划 子 力学 中 , 波 丽 数 和 算 符 本 
отара 观测 的 只 к А» 


= Ж ж „ эй = а ж а а а FF а а п 58 58 т кош 


+ + << ч тош 


ERRES, 而 只 ,是 算 符 的 平均 值 | 因此 ， жайа Лес КЫ 

Ж ЛЕЛЕ 3 pal E mal БЇ B ЭЕ Ж (А (13) Яп (16) ), RERE 

标 算 符 和 正则 动量 算 符 的 平均 值 在 不 同 规范 下 满足 (24) 
PDIP IgG = (ФС) Те ТС), (28) 


Сре) тре IPG = (gG) Тр + LE VA, 1 ф(:)), 


(29) 
а Се) САЕН T BE ТЕА FRR, Б] 
个 规范 通过 (r, PAKRI R). EADAR PAE: p =p 
= -ik 六 ( 见 (27) 式 ) .下 面 我 们 来 研究 1 (2 和 1y(t)) 的 关系 ， 
以 保证 (28),(29) 式 成 立 . 令 
Ig (r) = T, | gpl), (30) 
Te T, = TIT; = 1. 
Т, 代表 一 个 么 正 变换 ,与 规范 变换 (1) 相 联系 . 
按 (27) 式 产 = 耻 和 (28) 式 要 求 , 有 
ТҮРТ, = f. (31) 
即 [ ,Fj =0, 了 与 站 对 易 . 注 意 到 的 各 下 性 ,在 举 标 表象 中 ,TT 
可 以 表示 为 


[23]J The Feyman Tedures on Physics Мой. 3 Озал Mecharics . New York: Абаз - 
Шегу, 1965, 21-5. 

[24] Cohen Tannoudji C, Piu B, Fale F. Quartum Mechanics, New York: John Wiley & 
mms, 1977. 


яң ` 


Т. = ep ,(у(г.) Ж). 
用 上 式 代 人 {29} 式 ,有 


rip’T, = р + 4 V r,t). 


注意 ,六 = p= -ik VAOD) AA (ів V )ex = 
-ii V +š YY 可 得 


k Vlr = Vr), 
所 以 

хб.) = Кг.) + folt). 
如 不 涉及 态 戎 时 间 的 演化 . 则 可 以 略 去 (т), В 


y(r.t) = Лог»), 


Т, = expl ЛС, . 
AEA з h 03k БИ ЖЕН ЭЕ Z A 
p (r,t) = op iD] Се). 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


上 述 结论 也 可 以 从 Schrödinger 方程 形式 在 规范 变换 下 保持 不 


ЛА 257, 事实 上 ,Schrodinger 方程 


- д Р. 1 “a n 2 F z 
ij = [zal - 24) + ФР], 
р' =- ih V, 

在 变化 438) 之 下 ,利用 


[251 曾 谨 言 .量子 为 学 3 [ .北京 :科学 出 版 社 ,1990.323. 


(39) 


. 89 - 


(- ik V - Tady = expl i27) - ih V - SA), 
[ - ik V - 4л) 多 = ехр{ 26) ( - ik V - 4А) у. 
(39) 式 将 回 到 


Н z 
sp) юр а 
бању, 
Ple ҮЙ, Œ fe (1) F, 2A *& hH ТЕ ( 38) Дт J. Йе Z EEM, MH 
Schödinger 方程 形式 不 变 ， 


应 该 提 到 ,尽管 p = p = 一 访 УО ЖАБ), р Я 
阵 元 要 随和 规范 而 变 . 例 如 
CEAGO ZEGD, - lwi Cr ih УУУ) 
= fan (т.е 11е ik V )exp[ ч т, г) 
= [еле Се) ik Vigar) + |а (гы) + У /(т.)фь\т„!) 


= [езг (т, рб.) + {Фм (г) 4 V fir plr, D. (41) 


在 规范 杰 换 下 ,机 械 动 莽 的 算 符 表示 式 要 改变 (这 与 正则 动量 
ЗА ај), Вр 


я = p ХА(г,1),р =-і У, (42) 
R= рс ФА (га) (O = ik 9) 


=- ik V- ALAC.) + V (и, 2)] 


=л-“\М/у(г,), (43) 


{B 9] CAHE BR , Ж ВЕ ñi °F EJ (8 С Е ch WL ik ЫГЫ —- PE ) A 
"00 = 


BB ЭЯ. т. ЛЕ ЖАТ ЭТ. 
全 十 Hamilton ЖТ, — ДЕЗЕ BB BD q hi ye , S 2 


>o lfe 2 a | 
Й = ЭР А 94 (ғ, 2) | + golrt) p =- ih У (44) 


Pa 2 A 
H' = gle- А (r,t)] + аф (ғ,1),р =- ih V 


21 
= ыў -SAD| арт) f брка) (45) 
-2 P e i tPA, с ЭЁ ' 
= R. 


除非 电磁场 不 随时 间 变 化 ,此 时 А 和 gp 可 取得 与 + 无关, 出 9f13t 
=0. 46n}, Æ = НОН EFE, Н АХ). 
M Schrödinger 方程 在 内 范 变 换 下 的 变化 来 看 ， 


ik 1 (0) = Ë 1400), (46) 
(зв) аа F, Ig ()) = TAg), пеене) 
ik p= HD G+ Tah Z 1 ф()) 
= TD фсе) + ТУЙ | pa) 
- – і э, | (r) + TATT i pD) 
= (- 257. йт "ERP, 
-[- * 2. ñi (oO), (ат) 
式 中 


Н = ËT). (48) 
利用 
Telr, DT, = elr,t), 
. 9; - 


Гр 一 AAC) Т} = ТА - ik V 一 Talr) Т} 
(ву a) EVA) 
= (p - Чан 0)) .ф =- У) 
可 得 
й = [Р -4А'(т,Ю] + atra). (49) 
如 要 求 (46) 式 成 立 , 则 由 (47).(49) 式 ， 


А рч д 
H = Н – A frt) 


= lP - ча 0] + q| plr.) - 二 бг.) 
= 51р - 4A Cr, i)] + а (r,.t), (50) 
与 《45) 式 相同 . 
Hamilton 量 的 平均 值 与 规范 的 关系 为 


(1 Ë' | у= ТТТ, Тф) 
Cy | т{й - 4 5Д\т,| р) 


= 18-997) |, (51) 


与 经 典 力学 中 关系 式 (18) 相 同 . 
一 般 说 来 ,在 规范 变换 {1) 下 ,量子 态 1g) 一 1 内) = T,l > , 38 


应 算 符 РЁ = r, prt. 


F - P, (52) 
则 称 F Жуп. АЛУ). АД, e P r ,机 械 动 量 z = Мо, ЯН ЭЛ 
B А=гххл= x vw, 等 . 
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附录 2 ”量子 化 程序 中 的 问题 


А2.1 球 举 标 系 中 粒子 动量 和 动能 的 算 符 表示 
在 多 由 力学 中 ,粒子 动能 表示 式 为 


1 1 jdsy’ 
7 = ogm? = сул}, ч) 
ds 为 空间 线段 元 .在 最 和 常用 的 Cartesian AA EIRT, 
ds” = dx? + dy? + Чг, (2) 
所 以 
Т = 3 m(a? + у + 2). (3) 
按 正 则 动量 定义 


p. = ОТ!9% = nt,p, = ӘТЇдў = my,p, = 393TH92 = тё, (4) 
六 而 
= lp + prt p). (5) 
按照 正则 量子 化 规则 ,经 典 力 学 中 两 个 力学 量 4 MB 的 Poi 
sson 括 写 |4,B} ,在 量 于 力学 中 应 代 之 为 两 个 算 符 的 对 易 式 
14.81 (Аё — ВА) = ГА, 1. (6) 
特别 是 最 基本 的 Poirsson 括 导 ;jz ,pi = òp ЖОМ 
[s p] = ihåg (7) 
即 
[z,p.] = 请 ,|Ly,p = 这,[z,p] = ih, 
[s.p] = 0,…- 
ЖЖ Ж ШЕКЕ, х,у,» 是 通常 的 数 ,而 po pop 则 用 下 列 算 
. 03 - 


А А 2 
Р. = ih 0р, = ik р, = - ià £. (8) 


因而 动能 了 相应 的 算 符 表 示 为 
RIP 3 2? 
AAE эу? * 22] (9) 
ТЕШЕ ЖЕЙН E. F +E НОГ АБЕ ВЯ ДЕ ТЕ # П, 1 ДЕ Sehrbdinger 
方程 的 形式 ， 

现在 讨论 在 球 坐 标 系 中 动 苦 和 动能 的 表示 式 . 此 时 


f=- 


ds = dr + dP + rsin bdeg, (10) 
T = ут? + re + r'sin Өр? ), (11) 
p, = ƏTfƏr = mr,ps = ƏT/9Ü = mr),p, = Tle = тгвїпӨр, 

(12) 
了 -= 元 十 + т а (13) 


TE h a Ја TAEI, АН ЛУ АО SJ Bt ВЕ 32: +f Bl al K 28? 有 人 也 
РТА, PI bl 


< ‚‚ Ө < ‚‚ д ^ a A 
р," р, = ih 57 | pa” ру =- ih be Pe =- ih īp’ 
(14) 
因而 动能 算 符 表 成 
А рга 1 2 1 8? 
?nl p+ Vidap] 9 
这 是 完全 错误 的 .实际 上 ,利用 举 标 变换 关系 式 ， 
x = rsindcosg ,yy = rsinfsinp,z = тсов@, (16) 
及 道 变换 
三 N х* + y + 2, 
Ë = arctanfw x° + ya) (17) 
@ = aretan( y/x) 
有 从 (9 起 可 以 得 出 


=. Qg 


у (2 22 ? 
T- 2м\942 t зу + 22 
=. A [1 25 3 1 ә. „д I 2] 
O 2m Par art Paing 30°™ 28 + р. 92 
ll ра 1 Z] 
 2mt ra + rising 907° ад + rsin: Ө дф? 
-A д) 
 2mləa t т ду t rsinag50 "U 29 t Paing dp 
(18) 
这 才 是 正确 的 , 它 与 (15) 式 不 同 . 
(14) 式 和 (15) 式 的 错误 是 多 方面 的 ， 
ы-н. ^^ g, дА лд. 
BE, р, = 一 i 二 5 了 并非 心 米 算 符 ,正确 的 结果 是 
^ r 2 і . a А 
р, = ік а + L| =- ih ра рі. (19) 


证 了 明 ， 
p, 的 下 米 性 表现 在 于 AHER A u] ЯНЕ ри 384 J, BORK 
(ра) = (рар, ф) = Gp) ,BG рар) (ф,рд)” =0. 
此 式 左 边 为 
farig pg- Сау е] 


.. T 2 . 1 2. 1 2 ©, 
= 一 iaf də [sina |` r dr| ф ГОВ, (ró) + (+ Sre) | . 


上 式 中 径 向 积分 为 
Га саро мә + Crp) асару] 


= Ü, 


-| dr 了 | r |? = | | | 
因为 对 平方 可 积 波 函 数 ,lim ro =0. 此 外 ,可 以 证 明 , 对 十 满足 下 列 
#frlim= (г) =0 的 势 场 V(r) (通常 势 场 都 满足 ), 波 函数 在 r> 


. 0% + 


0 的 浙 近 行为 只 能 是 外- ,1 =0,1,2,…, 才 是 物理 上 允许 的 . 因 
Ж.т лр = 0. 

以 上 证 明了 (19) 式 所 示 p, ЈЕ ЖЕЕ. 

р. 的 表示 式 (19) 的 万 米 性 还 可 如 下 看 出 : 


ih атор, ШФ r jp 不 对 易 , 所 以 ih 六 是 非 厄 米 算 符 . 

为 进行 厄 米 化 ,可 把 它 换 为 于 | 7"P + "了 .利用 (25) 式 ， 

F d 1 2 1 3 

Мт V e, = 2, t @ ° Ç 90% + % ` rsin dg” 
ə 


Е н) 
= Irt F . а@°: = ЧЕР = $IN е. 


ев) аа) 
(ISA ФН НОА Ж [ГА ЖЕ: ТЕРЕ ЧЕ ВК F, ARR е, ез, 
er 并 非常 矢 ,它们 依赖 于 粒子 位 置 r. 而 在 直角 坐标 系 中 


Т = хе, + ye, + ze, (20) 
ЛУК e,,e,,e, МАК, Ы г 无关. 按照 
д 2 3 
YV = ё: Jy t 6 зу + ёа (21) 
可 以 得 出 
2 г а 
ү? – . = 一 + — + — 
А І А ^ & 22 2? 2) 
-L СТИ ЛЕ ЛАН 
m p= -ih V ,T = p*/2m 5” Je +352 +50 . (23) 
ТЕЖАК А е, е re,， (24) 
Ə I 3 1 可 
V = = 一 — — = 
©, ау + 6 т 98 + © raing дф’ (25) 
a ја 1 а 
y? 一 — — —  . —— 
7 ət 290 + вй ад?’ (26) 


正确 的 结果 应 该 是 ( 见 (18) 式 ) 
y 2 
dr r 

事实 上 , 按 (19) 式 ,不 难 求 出 ， 
р; =-В (2, + (жт) -一 + 


(18) 式 中 前 两 项 , 正好 是 pf2m, 与 经 典 力 学 中 动能 表示 式 ( 见 
(13) 式 ) 的 第 一 项 对 应 . (13) 式 还 常 写成 


: l 1 
= P = > mË" + LE (29) 


9 
ər 


P = рі + pp (30) 


Г ОЖ air = rx p 的 平方 , pr/2m 表示 “ 笃 向 动能 ,而 
Рт? = P DI, t= т? 表示 “转动 惯量 ”", РОЈ 表示 “转动 能 .下 
相应 的 角 动 量 算 符 为 
1 2 | 
T ein аф? 
A2.2 #8 ТЕА Ч З д Ba АЕА 5 FS 
FRET аз = ае? + даф? „РАУ ВЕЗЕ Я у 


(31) 


1 fds\7 l : - 
Т = т) = эт\р + рф"). (1) 
正则 动量 为 
Р, = дТ/др = то, Pe = 97/20 = mog. (2) 
所 以 
if a 1 
7 = б\р» + р). (3) 


在 进行 量 于 化 时 ,相应 的 算 符 如 何 表 示 ” 
有 人 试 为 ,可 以 提 
Pe > Pa =- iA K, ps-* pe =- ik, (4) 


ОУ + 


因而 动能 算 符 表示 成 


А рга 19 
T = Er + py TA 
但 这 是 错误 的 . 
从 直角 坐标 系 中 动能 算 符 表示 式 
э 一 | Ф Z.) 
T = 2 FS + Jy” Н 
经 过 坐 慰 变 换 ， 
x = орсозф,у = osing, 
ЛЕ у 
р = va + rg = arctant yix), 
可 以 求 出 
А K J 2) 
T=— эт х2 + 2%? 
кре зу, 2] 
= Iml IP t р др р Эф? 
这 才 是 正确 的 结 麻 . 


ERE, ih usa LE SSS Sao 


P = {©,, V = 
全 
六 

= 一 oe + E 2 yt) , = е | 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


TI. p. Pl ора 1 #2 
Ш ЯА А4 [n] SJ t Ж Уу 
~ . д | а — А 
Po = -ia = Эр + 元 =— Ih — 72 = 2 = Pe- (12) 


(12) 式 所 示 р, = р," ОЖ) ЕГ A FHEA BB J PE ЗЕ Ју пй! 
ARE p, TUFE gp) -Cpp 0. AEREA 


_ ir = „1 d 
Е h ` d | | : i (去 ) 
i | Р) del ap- Alys зе} 


-- ,ah sels ор") а -Voy 67) | 


2р 


=- ih] J СЕ 2 РЕЛЬ -ia оф 1° 
0 dp | р 0 ? “oy 


= 0, 
AAGO A ERER, liny py = О, ПТ JT BBB F if zË 22 Кру 
м 
Ж Пову py = 0. 
动能 的 算 符 表示 式 (9) 还 本 如 下 求 册 ,利用 (10) 式 ， 
үт, f, 2 1 3 д 1 9 
МЕУ: = (ez ке.) ea T eoo эў) 


Ф 2 Í Il 3 ] а д 1 а 
—_— —əs. QN = „— Ë l д 
= > + е e, : е |) :一 А! - =) 
др P до\ * O Л o pogi "др! t e o agp р ду 


ü 


考虑 到 ооа. то =0, 上 人 式 第 二 项 为 0. 对 十 第 一 项 ,利用 e 


2 
Ыы 5 -第 四 项 化 为- Азр = + БЫ 
E Prp та 1 2 
T => am V E t p пр * „эг 


即 《9) 式 . 


- QQ >» 


如 p, 歌 (12} 式 表示 式 , 可 计算 出 
n3 f3 11a 1 [2 19 .1 
Pe = = A (эв + 20) (32 * 3p) =- h p+ pop 40 ` 
(13) 
在 动能 的 经 典 表示 式 (3) 中 ,如 р HERRA, p M-k s= ft 
蔡 , 则 得 出 动能 算 符 为 


k` a° l 3 1 9° R? 
= сз] t papt pel in 09 
与 (<9) 式 相 比 ,多 出 了 一 -项 hm (Н Бири 
А 1 [ >; lfa h YÍ - h 
P= 1 А 5) .+3)]. (15) 
a {д 1 、 ‚д 
式 中 = —3%\ э +з) P= Cik э: 
与 三 维 粒 子 动能 表示 式 (A2.1,(29) 式 ) 相 比 ， 
р, = Bol ~ (р„- В) (р, + Һ/2). (16) 


关于 动量 算 符 表示 式 的 不 定性 ,Shankar 一 书 ‘3) 中 作 过 如 下 
讨论 . 按 正 则 坐标 和 动量 的 基本 对 易 式 
[x,p,] = ih (17) 


在 坐标 表象 中 ARR Ç= хр, = — ih 区 .但 如 把 它们 换 为 


£ = x, 
P. = ih f- + gla) (18) 
则 正则 对 易 式 仍 成 立 IB fr] ,动量 本 征 态 将 不 再 是 平面 波 , 因 
L- ik ge + аба) фа) = pla) (19) 


HERRE e” .试问 ,此 时 物理 情况 是 省 发 生 了 改变 ? Shankar 


[26] Shankar В. Principle of Quantum Mechanics , New York: Plenum ,1980.224. 
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指引 :量子 力学 中 让 函 数 本 身 并 非 直 接 想 测 其 ,人们 弄 测 的 只 是 方 
TAPAA, A EHB FPH. SRRA ERAN EX 
Д, T EK (ЛАШ ЖЕ ET- AZER, 

| x) >| x) = е рау, (20) 


| x) = е^ | х). 


式 中 f(x) = Гаа), са = g(x) 
АНСАР — í =з ЖЕЛЕНИ р, = - iñ 部 
MEN 


š _ е i4 Zhero 
=- ih 6 8) Lih S + gla), (21) 
在 此 芯 正 变换 下 ,观测 量 永 因 表 象 变换 而 经 . 


A2.3 Ран 程序 

Pauli 2? 给 出 过 在 曲线 坐标 中 写 出 动能 算 符 的 程序 . 设 在 曲线 
BRR E qt БЕ Б] БЕЛТ Ж 

ds = 2 z ida, 
g 为 度 规 张 量 . 令 det( g) = z, g = 二 07, 0’ 的 值 为 行列 式 det( g,) 
中 元素 8j 的 余 因 式 ， > Og = аб, M 
>р к) 一 六 ， 

所 为 gs 之 遂 . 在 此 曲线 坐标 系 中 ,动能 算 符 表示 式 为 


[27] Padi W. Die Allgemeinen Priuzpen der Wellen Mechanik , Handbuch der Physik, Ва. 
24. 1946. 
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例 1 平面 极 坐 标 ,ds* = do + pdg’, 
1 Ü , 
(а„) 一 | | „deti g,) = PNE = 
0 р 


不 难 求 出 
Ca) р 0 | 
& = io о? з 
д 1 P 
v? = ИЕ; Jp t 0? 94 


2 ЖЧ, = dr + rdo + r гөй ; 


1 OÜ 0 
(g; = |0 г? 0 deif g, ) = гыш Ө, 
# ' 
0 Ü 291101 Vg _ eing, 
1 Ü 0 
(д?) = (0 r” Ü , 
0 0 (тып) 
+ 1929 l A ә 1 2 
V: = = ЕРА y, + 2—2 990 3 50 + зд 22: 


例 3 якн анана э? "£ y С 
Т = ayei = = Fo + Һай + hoi), 
= J, = J. 
(4,9,9) шаар. J Ж Ый, 


[28] Ba EFJ ЕНБ PLS IH itt, 1991.168 ~ 171. 
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мп8 — sinB - cosya, 


ү 一 
ma = сов} + sinf * ѕіпуа, (Euler і 352 Jy EE) 
аз = созбо + Y, 
因此 
Дв + heosp 0 Лео 
(ду) = 0 Ј 0 . 
J.cos B О Ja 
g= P hesin, 
1/ѕін 8 Ü – cosBisin 8 
(g) = 了 0 I 0 , 
— cosBisind 0 Jij, + cotf 
fr Ap 1 42 208 2 J 3 
T =- | 一 一 — — => `B) 一 
271 sinf За? sin 8 Зу + | J, + со 8) ду? 


1 d, 9 2 
+ ни ЕТА IR ` 


- J03 > 


) kuma 


| 3.1 COW 实验 与 重力 相 移 


1975 年 , Covella , Overhauser 和 Wernert!1! 利 用 中 子 干涉 仪 测量 
了 重力 场 引起 的 中 子 波 函 数 的 相 移 .如 图 3.1(a) 所 示 , 人 射 热 中 
子 东 洛 与 晶体 平面 的 法 线 方向 成 如 有 角 (Brgg 角 ) 的 方向 人 射 . 经 过 
第 一 块 唱片 后 ,分 裂 成 两 束 相 干 束 1 П. БАА 2 нА, 
分 别 在 ВПС 点 改变 方向 .然后 重新 会 窜 于 第 3 块 晶片 上 的 D 
点 .最 后 在 探测 器 C, f C, F BJ B A 35 3 块 晶片 上 出 来 的 中 子 . 探 
测 器 的 计数 依赖 于 沿 两 条 路 径 而 来 的 中 子 波 郊 数 的 相对 
HE. 

现在 让 干涉 仪 绕 水 平面 内 的 АВ 轴线 旋转 a 角 {( 图 3.1(b),a 
= 0 BF, ABCD 为 水 平面 ,ae = 3P 时 ,ABCD HEHH). Ч, EPT 
束 运动 的 平面 中 ,中 子 感受 天 的 重力 加 速度 为 z = gsin a .在 路 径 
I 和 五 中 的 中 子 所 受到 的 重力 执 是 有 差别 的 . 联 AD H x W, ME 
P, 点 和 Р, 点 的 中 子 的 势能 差 为 AV= mz 2xsin 日 ,mm 为 中 子 质 
量 .因此 ,经 过 两 条 路 么 到 夺 D 点 的 中 了 于波 函数 的 相对 相 移 为 ( 参 
BR] §2.4,{39) 式 ) 


[! J Covella R, Overhauser А. W, Wemer Š А. Phys Rev. Lett. ,1975,34:1472; 更 精确 
ЁЗ Dl. , Stadenmarm J L е al. Phys Rev. 1980, A21: 1419. h 50] 8] ; s ЖЕ ЫТ 
ЭЗЕ R BJ ЗА Е PBH Es ЛЕ. isi Е ASE H W tE , (900. 
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图 3.1 中 子 干涉 仪 了 示意图. 
于 涉 仪 的 主体 部 分 是 在 - - 块 长 的 单 驴 上 玉成 的 三 块 平 行 的 单 而 片 ， 
它们 的 相对 位 置 是 完全 固定 的 . (а) ABCD ЯЕ ТЧ. (ABCD 
МУКЕ ЗЕЯ Уу а, AB {БЛЕЗ КОЗИН. 


1 AHD 
бр = — к] оди 


_ 2f ng = -d2 
T Ë ng sint vecos 


4mg,tanĝ p? _ | 9) (1) 
7 hp 2 -7 Ар 


式 中 А =2L2uan0 是 路 径 T 和 于 包 国 的 面积 ( 即 ABCD НОТА), о 
为 中 子 速 度 ,相应 的 de Broglie 波长 À = hZ m. ёф 还 可 以 改写 成 


“7D5 ` 


2 
дф =- [та 8] sin а TES 


ТЕ COW 实验 中 ,所 用 中 子 束 波长 A = 1. 445А, (т ~ 1072р, о ~ 
lÜ em sec), ñu PK Bragg f} 0 = 22. 1°. 如 取 a=9F, 则 832 可 达 
100rad. 在 整个 干涉 过 程 中 (2L ~ 10сш) ,中 子 东 保持 其 相干 性 . 注 
Ж. ,即使 两 束 中 子 有 这 样 大 的 高 卉 差 ,重力 势能 差 AV 107 еу 17 
然 非 常 小 (与 热 中 和子 的 动能 T~ 1072ev 相 比 ,要 小 得 区) ,但 由 于 
相 于 长 着 远大 于 波长 (425 соь ~ 13944), 尽管 在 一 个 周期 内 的 相 
移 ~T 7T~10- ,累计 起 来 可 达 še ~ 100rad. 可 以 并 出 ,5q BM 
Я e 而 周期 变化 (8p oc sina ) ,这 已 为 实验 所 证 实 ， 

在 量子 力学 发 展 史 上 ,Schrodinger 方程 对 于 说 明 原 子 和 分 子 
辣 构 以 及 原子 核 结构 等 都 取得 了 巨大 上 成功. 在 这 些 体系 中 ,电磁 作 
用 或 强 作用 占 支配 地 位 .在 自然 界 的 儿 种 基本 帮 几 力 中 ,万 有 引 屿 
的 强度 是 最 弱 的 .例如 ,在 氨 原 子 中 ,质子 与 电 于 的 万 有 引力 以 是 
它们 之 间 的 静电 (Coulomb) 作 用 的 y0- ,因而 万 有 引力 的 影响 完 
全 被 静电 引力 所 掩盖 .所 以 在 原子 结构 中 ,完全 不 必 考 虑 万 有 引 
A.E COW 实验 之 前 ,并 没有 实验 证 明 , Schrödinger 方程 对 本 万 有 
引力 起 支配 作用 的 体系 是 否 适 用 ,也 许 有 人 让 为 ,万 有 引力 纵 不 过 
是 除 电磁 作用 和 强 作 用 之 外 的 另 -: 种 基本 作用 ,Schraqinger 方程 
想当然 也 同样 适用 .在 不 少量 子 力学 教材 中 ,也 对 粒子 在 重力 场 中 
的 运动 和 能 噶 本 征 值 等 问题 进行 过 讨论 .但 这 些 都 只 是 一 种 设想 ， 
是 纯 理 论 上 的 讨论 ,终究 缺乏 实验 证 据 . 而 且 从 等 价 性 原理 来 看 
〈( 乞 和 3.2, 与 经 典 力 学 相反 ,能 等 价 原理 在 量 - 上 力学 中 并 不 成 立 )， 
人 们 也 有 理由 怀疑 Schrödinger 方 理 对 于 万 有 引力 作用 的 粒子 系 是 
Т З. СОМУ 实验 的 重要 性 在 于 , 它 提供 了 第 一 个 实验 证 所 ,表明 
Schrödinger 方程 对 于 万 有 引力 作用 的 粒子 系 同样 也 适用 ， | 


3.2 弱 等 价 原理 


在 经 典 力 学 中 , 设 惯性 质量 为 m 的 粒子 在 万 有 引力 场 中 运 
А 106 „ 


zi TU +E ii Jr #ë 8 
mF = Е, (1) 
F= —УУ,У(г) = т (ғ) ост, (г) ЛЕНӘ ис Вя 
性 质量 与 直方 质量 相同 ). 这 样 , 方 程 (1) 可 改 与 成 
F =-— Уф, (2) 
APA REA A RET RI M bi 4 Ж, kok ПОРИ sa 


= m m F F m п Fm k а а_ эин 
= à m s RÁ k Fl le k йш k п m k * Nh т 
з + а m кк x. 


原理 (weak заботе аў p. Үү" F, URM 了 粒子 在 
унаре 一 种 整体 性 的 (global) 严 格 的 对 称 性 .在 牛顿 

学 建立 之 前 ,在 Galileo 著名 的 Pisa AHR E Ie P, ANIDO ARFI 
了 这 —д. 

储量 广 力 学 中 ,器 等 价 原 理 是 否 成 立 ? 通 常 认为 , 它 并 不 成 
并 , 除 韭 在 经 典 力 学 极限 情况 (或 者 按照 Bohr 的 对 应 原理 ,在 大 量 
于 数 家 限 下 ). 但 在 让 子 力 学 中 , 别 每 价 原理 应 该 如 何 确 切 地 故 述 ? 
因为 在 量子 力学 中 粒子 饥 道 运动 的 概念 ,一 股 说 来 不 岩 下 用 .所 以 

个 阿 题 似 平 还 有 待 进 -- 步 探讨 .下 面 介绍 -下 ~… 艇 的 看 
H 121 

WA- 55 Ja) S. BJ Р Н 5, de Broglie 波长 = 
hZ рр = ть) ,就 与 粒子 厦 基 有 大 (相对 论 情况 也 由 此 ). 内 此 ,所 
有 十 水 现象 都 与 粒 陡 质量 有 闫 .还 可 以 想到 ,大 杀 数 物理 量 的 量子 
化 都 会 与 粒子 质量 有 头 . 例如 ,类 氨 原 子 的 图 东道 的 半径 r = 
na, a= ñ? те? 为 Bohr 半径 , 依 积 于 粒子 质量 .如 设想 - -个 质量 
为 m 的 粒子 在 一 个 重 粒 于 (质量 型 ) 的 万 有 引力 场 中 运动 , 则 其 轨 
道 半 径 为 (时 代 之 为 СМт)т, = n° k° Z GMm° . X A n 5 PF ЛЕ 
关系 ,Ax Аран 2, Т Ах Ава am 对 于 不 同 十 量 m 的 

[2] H, S Greenberg D М Rev. Mod. Phys, ,1983.55;875. 
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粒子 ,如 它们 具有 相同 的 空间 分 布 Ax, 则 其 速度 分 布 Ао 就 不 同 . 


K7 
(- Im у? + m$) д, = Еф, (3) 
可 改写 成 
[-2(м) V+ |, = wp, ө 


E = E,“ m RETA п 之 外 ,区 Ж РАА m. URET I) 
能 量 本 征 阔 数 Z (r,h m) ARAME E, = тё ( k т) Ы 
ATARAX ,这 就 是 通常 人 们 所 说 的 ,在 量子 力学 中 弱 等 效 
原理 不 再 成 立 (路 非 在 经 与 极 跟 下 А0), R m). 


3.3 强 等 价 床 理 
考虑 两 个 参照 系 之 癌 的 变换 
х' = ж- Ё(+), t'= 1 (1) 
И 
д д . 8 
эт = 227 7 57, (2) 
3 a, 
Эх T Əx' 
Schrödinger 方程 
2 
ih 24004,0) = -42 + Уб} у(х) 03) 
将 如 伍 变 化 ? 令 
ф(х,ғ) = О (r,t). (4) 


(E) 在 经 典 访 学 中 ,粒子 能 量 忆 = T m+ m = mÍ Eep), Е/ т ЧТ. 
质量 无 关 . 
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则 


- д ` 。 f [ ') F ! 
ih Plt) =ih( 35- 一 je А halata?) 


Эк! 
“ЛА >н «Ё 
РНЕ 
Урба) sgi i ua] 
(25) HRE): 
aten sg д) + aA) 
sA as + (э) (08) (55) а 
- (э) 4]. 
代 人 式 (3), 消 去 两 边 的 因 式 U ,可 得 出 
EE 
dl 
(27). Ё(х',:'}и (5) 


参照 系 (x ,1) 一 (x ',t') 变 换 (1) 相 当 于 а = 过 -二 , 即 等 价 于 出 现 
作用 力 ~ 五 , 即 等 价 于 出 现 一 :个 引力 势 mex .因此 要 求 


а а E пк а їй mF ш ч E 3 


2 2 
isu [а Vatt) в my (6) 
用 (6) 式 代 人 (5) 式 ,相当 士 要求 


(25) (5) - Е чар + (595) а 
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=- (21) ае )+ éul- 1, |+ mËx u. (7) 
这 就 要 求 (34.A9x') 项 和 „ IBU ЖЖ} ЖЫ О. 对 于 前 一 要 求 , 可 
得 
_ А2) = —1Аё, 


т V Әх 
由 此 得 出 
= (8) 
对 于 u 项 系数 为 0 的 要 求 
ЭУЕ ШШЕ e GAE e 


Imax"? Y om ax! ар" 
利用 (8) 式 ,可 化 为 5 = mk? PEA gU) = KOLA 
fx’ ы) = m| ё ‚| а. (9) 


RADR, It =E) 
MET L) = их’ ‚ї)ехр[ 22 " mf gyr + аа) |, (10) 
其 中 w(x ' ,2) 满 足 (6) 式 , 即 (1 "= t) 
ih Fux',t) - -E Ta + Их, + тЁк'|и(х' ,1) 


(11) 
对 十 匀速 运 动 ( 惯 性 } 参 照 系 ,x = x-— ш, =1,ё\)=ш,ё 
= 0,220, 


f(x ',t) = тох’ + ym, (12) 


(x, t) Sule’ expl mox’ + амга) | 


-ulate +Í mos та?) | , (13) 
或 а(х) =ехр| - (mw ymo 25} ]- ф(х,{). (14) 
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E p ARRE P AIA OOE AL +A f. 


对 于 二 维 运 动 , 相 应 有 
rr ко) еа) = më > r! +m) ar, (15) 
фк,4) = ulr’ exp] ТСО) , (16) 
i (гы) = [tv кб D] (г.г). (17) 


абв) = _ Аууз pp ибт.) 
д, 2т 
(18) 


附录 Schrödinger 方程 的 Galileo 不 变性 . 


为 运算 简单 , 考 碟 一 维 籽 了 在 势 场 Yl(x,2) 中 运动 , 含 时 
Schrodinger 方程 表示 为 
2 2 
hp) = | Ў Р руба) GO 
考虑 万 一个 惯性 参照 系 X ' E Fj > Z Calile 47 № 
Ж, 
Иш | (2) 
在 工 " 中 ,热能 表 成 下 (xi O= Vix,t)= V(x + m, 1) HAN 
RR (а, 7). fE Calile KEAR, 


TERI f &') = hp 1 | , e} 
EPE x 3 = Im Jx’? x y Z X i a 
(3) 
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令 


platt) = (ат) = е g(x,t), (4) 
代入 (3) 式 ,利用 
aa aa a а 
Jr T Jt dp arar T а әх’ 
ə aa ara 3 
Эх' T 3x' д: ах" Әх С дух? 
可 得 
СИРИГ . (2 2) ПЕШ 
ih FPS, (x',t') =i 3, + Vale ф(ж,ї) 
isis, h., 2 as 
= е Е a ар 
. 32, as 
+ ifv Fw - Pol, 
A isi, _ isZ,[ ag L| S) 
Эх $ =e = T лах в], 
82 ізь Биа [а 2195} 
а,2° = ё 155 + (э) 


消去 因子 e** 后 ,利用 (1) 式 ,方程 (3) 化 为 
- (20) +0099) 0(52)и 
АБЕ ЕЗИ (Эз) 2]. 3 
要 求 等 式 两 边 的 (x) 项 和 (3A9x) 项 的 系数 分 别 相等 ,得 出 
Aah (55) elo 0 


as 
э + me = O. (7) 


(7) 式 的 解 可 表示 为 
112. 


S(x,t) = — тох + f( t). (8) 
代入 (6) 式 ,得 JU) = 2 ma? АТН A) = 六 mm2i+ 常 量 .所 以 除去 


Slx, =- mx + T та? 


代入 (4) 式 ,得 (1' = t) 


t. (9) 


ptr t) = exp[ - 二 | mox — Emet) ЈС.) (10) 


可 如 下 得 出 .考虑 (х, г) Sht Ki AAH B d Т ИШЕТЕР 
个 参照 系 中 的 关系 来 确定 .在 两 个 惯性 系 中 ， 


x” = x— wr =}, 
p' = p- т, 

‚2 2 
Е' = Ë- 


_ Bl ° 
= Im 2m Т2, 
目 由 粒子 平面 波 解 
(х t) — (a B) hk 
p'le.) = РЕ -EAR 


_ item БО A . Е mas — Ó may ) 


ВП ф'{х',!) = glx, e mg) 
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4 超 对 称 量子 力学 方法 简介 


4.1 Schrödinger 的 因 式 分 解法 


下 面 先 介绍 Schrödinger 处 理 谐 振子 的 因 式 分 解法 和 升降 算 符 
概念 IC .在 近年 来 发 展 起 来 的 超 对 称 量子 力学 方法 中 , 它们 又 
被 进一步 用 以 处 理 一 般 一 维 势 酬 中 的 粒子 . 


一 维 谐振 子 势 V(x) = 才 mw?x? 中 粒子 的 能 量 本 征 方程 为 
2 
[ 25 25 + y me? s] plx) = Edit x). (1) 
引进 无 量 纲 变量 


Ë = ах,а = V meu А, (2) 
ЖФ АЕ (во) =2EA hw, 则 (1) 式 化 为 (gs И h) 
р(2) (8) = А CE), 


2 
DE) = [ - ars + 2). 
显然 D(#) 可 进行 因 式 分 解 (factorization) , ТЕ ШЕ ВЯ 


DE) ={де+&){-дк+ 6) 1 


(3) 


[i ] Schrödinger É. Proc. Roy .lrish Acad. , 1942, A47:53. 
[2] infeld L. Hull T E. Rev. Mod. Phys. ,1951,23;21. 
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(н) ж е) жа. (4) 
为 简便 ,不妨 念 [ 往 1 


a = 48 + ё, a=- dg + ë. (5) 
则 (4) 式 可 改写 成 
a a = Dhl, (ба) 
G€ G = Р — 1. (6b) 
AHORA), п] ЕНД 2) 
D(a_ 0.) = (À — 2)(a_ №), (7а) 
Dla, $) = (À + 2) (а, p). (7b) 


由 《7a) 可 知 ,如 yg 为 D RRES, АРАА AAM a_y 也 是 万 的 
本 征 态 ,本 征 值 为 (4 - 2). 妇 此 继续 下 去 ,可 知 (a_)4 也 是 五 的 
本 征 态 ,本 征 值 为 (X - 2k) ,=0,1,2…… 注 意 ,a =(a )+ ,万 =- 
x+ 4- 为 正定 后 米 算 符 , 本 征 值 半 1. 所 以 (4 —2Ё&);=1,ЁР À А1018 
有 一 个 下 界 Ашы. ЖТ ЖЫЛУ ШЙ) ЕЛЕ Ж ó, oA 


s _ ba = 0, (8) 


即 aa ph =0, 利 内 (6b) 式 ,得 (D-DD = (А.-А = 
О, 2, #0, АТ 


ED ан е а (авс) рн ре -i 起， 


ij ats - +2) = 入 + 用 .利用 [6] = 可 得 La,a1] = 


1тө, THIT ЖОЕ] Әд. 
Е 2] a СВ, а а, а= (D - la = lA- lla - é, ЖАЛП 
用 (6a) 式 化 为 [五 +1a p, ATA Юба фу) = -326 Á. 


615 ` 


Аша = 1. (9) 
类 似 , 利 用 (7b) ,可 证 明 ,(a ‚ ) 9, 也 是 DD ВАЕ, АЕН 
(А +28), = 0,1,2, .联合 (9) 式 , 吕 知 也 的 本 征 值 为 1 = (2а 
+1),n=0,1,2,…. 所 以 谐振 子 的 能 量 本 征 值 为 
E, = (n +1/2)һ»,п = 0,1,2, (10) 
АЛУ АЕС ЖА К) А, Са). 
ЖЛЕ РАЗ 上 可 由 а 多 =0 求 出 , 即 


(+ so(e) = 0 (11) 
可 得 加 (&) e “2 归 一 化 后 ,为 


2 „„ 
фоб х) = =) Be (12) 
按 以 上 讨论 ,a ,分 别 可 称 为 升 . 降 算 符 . 如 图 4. 1 所 示 . 


4 9/2 

3 772 
а+ 

2 Б/Р 
а— 

1 3/2 

ge— À ah—a , ,ÚÇ>) 1⁄2 

# E. Ñ w 


图 4.1 ERRETORA ERI. TERR, a а h= 


(А+ 1), а а, LIS A ph 态 . 但 注意 ， 
a Pt a DERE. 


"116 ` 


4.2 超 对 称 量子 力学 方法 


土 面 谐振 子 的 解法 可 推广 以 处 理 . 一 维 势 阱 Y(z) 中 粒子 的 束 
缚 态 , 即 超 对 称 量子 力学 方法 8S" .V(x) 势 阱 中 粒子 的 能 量 本 征 
方程 为 
d 


N h` 
g(x) = [- ya a t V(a)| pls) = Бр.) (1) 


一 维 规 则 势 场 中 束缚 能 级 是 不 简 并 的 . 设 Zo (x) ЖЯ AE 2k ( E 38 АД) 
波 顺 数 . 财 两 端 边界 上 以 外 ,yolx) 无 节点 .设想 内 (xz) 满 足下 列 能 
量 本 征 方程 ,本 征 信 为 O, 

: K d y 

й_ pla) = [рв Y. GO] (a) 0. @) 
显然 ,简单 地 把 (1 式 中 V(x)ËE 8 V (x) = V(x)- Eo (DAH 
然 满足 ,但 这 是 很 平 良 的 .我 们 不 妨 进 - - 步 探 讨 … 下 ,还 会 出 现 什 
入 新 东西 .从 (2) 式 可 得 出 


В? gla) 
v (x) = > rn Zo (x) (3) 
因此 可 把 #_ 写成 
„_ Ар 4 0а) | 
H_ = Fm 一 4 2 十 тез) (4) 
容易 看 出 ,如 令 


L3] Wita E. Nuel. Phys., 981,8185:513. 

L 4 J Cooper F. Ginocchio J, Khare A. Phys. Rev. , 1987, DG86; 2458, 

[5] Sukumar C V.J, Phys. 1985, A18, ,157,2917,2937;1987. A20; 2461. 

[ & ] Cooper F, Khare А, Sukhabne U. Phys. Reg. ,1995 ,251 :267. 

[ 7] Duat R, Khe А, Sukhatme U. Am. J. Phys. , 1988,56; 163. 

[в] ЕЖ. EAM AREP АДИ НИИ. E o BE tE 1987. %3 
Ж. 
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h [2 g2) 
А 一 — -一 — 
dx , 
2" КИ (5) 
P 
A = l- dx 2), 
WJ 可 因 式 分 解 如 下 
Н = АА = АЧ. V (x) (6) 
_ = =- 2m 4,2 t _ (zx). 
注意 ,4 与 4 不 对 易 . 叮 以 求 出 
2 z 
Ë = АА? = э as + V, (а), (7) 
A Ф605) Keay 、 
F, (x) = 一 > m Plr) + m (x) (8) 


V, (xz 与 了 《zx) 称 为 超 对 称 伴 势 (supersymmetric partner potential) , 
П. УВ КУК Е Hamilton E (supersymmetrie partner Hamil- 
tonian). 下 面 将 证 明 ,它们 的 本 征 值 和 本 征 态 有 很 密切 的 关系 . 


Ж x к 
练习 ХГ ЯЕ, Ух) = T moa, 
14 a 
olx) = (=) е" СА 
робх фоб х) = — mexr А, 


б) Фо)" (х) mate mw 
фы ш Фа) M а 


由 此 可 求 出 


Y. (x) = тога? + The, 
A = G [| | = Vroe, 
e. VEEE 7 
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a 与 a 吨 谐振 子 代数 和 解法 中 的 降 算 符 和 升 算 符 .此 外 ,和 应, =É > hao) 可 家 


2 0 BJ °| 1 + 
= отд t 了 Po w - 2 Bo hoa G 
k? «Ё 1 1 
aat J — l „|, к _ t 
ñ, = AAt = | A aa лага) + ко Һоюа . 
x к x 


能 谱 ( 见 аз), T EEEE AER Ca WCA) 8 (15) 
式 ). 
首先 ,从 А 的 定义 式 (5), 可 看 出 
Apo = О.Н Algo „ 0). (9) 
设 
Й. gO = E f yr = Еф. (10) 
则 
B. Ар? = ААТА! = АЙ_ у = EDAS, (11) 
可 见 , 如 此 天 是 让 -的 本 征 态 ( 对 应 本 征 值 El 2). MI Ар! ЫН, 
的 本 征 态 ,而 且 对 应 本 征 信也 是 7 类 似 ， 
СОДА = АТАА = AR, йү? = ЕАТС, 
Вр, 是 让 ,本 征 态 (对 应 本 征 值 КО), At А 
FES, mAAR E., 
我 们 注意 到 ,4 加 =0,(4iWzO0 .所 以 育 . p= 0. po E H 
本 征 态 ,本 征 值 为 0, B=0, 可 以 把 тазы фу O HERE р Ж 
EA, RES А ИБ К,А, Уй. АЧЕЙ 
相同 . 可 以 看 出 
ЕС? = Ein = 0,1,2,.. (12) 
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例如 ,在 (11) 式 中 把 nn +1, 利 用 (12) 式 , 则 有 

Йй, АФС) = = ЕС Афу = ЕС? Аф. (13) 
щу Й, gO = ЕСО ү, Ж е) ЗБ БЕН ЖЕ 5825 JE 
不 简 并 的 ,我 们 可 得 

Аф ~ gn, 

考虑 归 一 化 条 件 后 ,可 得 

gP = (gy ?Ag nm = 0,1,2,-—. (14) 
35148 

ФС) = (EP) ЗА! n = 0,1,2,: (15) 

概括 起 来 ,站 的 本 征 谐 和 本 征 态 的 关系 如 下 : 


p = ATga” Е) 817 = АД 


ЕГ? ИНА И ЬН НЕ ААА 
ЕС) OOO OBAR EP 00 ~ дд 
ЕС) АТ _.... E” go ~ Аф 
(-) B 
Eg? =0 ? Я, 能 谱 
请 _ 能 谱 
超 势 (superpotental) 
在 超 对 称 量子 力学 方法 中 , 常 引进 超 势 来 代替 gola). JE Ж 
Р 
h pala) ` 
KO =- от hla) ш 
反之 ， 
Jlr) = exp| 一 2m f" аду) (ГА 
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А = 72= а 
由 此 可 得 出 
АТА = - а 55 + (х)? -ŻW (r), 
ті 


RAARO A 


Ë = AtA __ K Ф + (х) — (к) 
I m да? т 


аж + V, (к). 


V. (x) = W(x) ж 


= 
比 林 得 
H К. (х) + r (x)] = М(х), 


(E) PE WELE, (а) = -二 


a(i ГА 


do =). Pri 


2 _ É 
ИП (х) ~ ТУ k'irj = 2 


这 是 超 势 下 (xz) 满 足 的 - ' 防 单线 性 微分 方 穆 .其 解法 可 参阅 文献 [51. 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(27) 
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1 h y: 
И, G- V. (x)] = V (х). (25) 


Ju ñ 5, 联合 起 来 ,写成 超 对 称 Hamilton 量 形式 ， 


ЖАЛИ 
“АО Н, A о AA 


k? Ё h m? 
-| э 054 W(x) - =Y Cada, (26) 


бз = P | 是 Pauli #[#. 


РИНЕ. роб) ole) = 0х, 


Wir) ЕА; = -у maat, 


h ; _ 1 
Уза" (x) = у Мо, 
1 2 


V. (x) = > me X” + E heo. 


Фу ARATA 


Ü, 、 
VG) = [| I (28 
ЙЕ Et Ж ЙЕРИ Ж 28 
RES, = | sin 5 na ‚О = Xx == L, n = 0,1,2,:*+. 
(29 
相应 能 量 本 征 值 
p ADR (а + IPE 
eT mi = xm + 0° 
242 (30: 
= h мав. 
Ep = Imi? (ЖАБЕ). 
显然 
V (x) = V(x) - Eo = V(x) — h? Z 2ml2. (31; 
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2 
Æ 
= 
= 
~ 
у” 
= 
— 
|н 
E 
=l 
Ж 


Wix) =- Ме =- > 20022}, (32) 
- нё + #(х) = = -Fool ¥)}], (эз) 
Р (а) = Tesal %) 
V, (ж) = (а) + FEW (a) - (osc? zta) 
- А (сов аЛ). (34) 


利用 4 ,可 以 构造 出 办 (х). RA- -化 ) 
(+) d n mj [Cn +2)лх 
ду (x) ~ [4 一 F cot 了 | si | 
特别 是 ,最低 两 条 能 组 的 小 函数 为 
б? (x) ~ (2 - Feo F | sin 205 = sioz[ Ж®) , 
(P) d z Зла пх} (27х 
(r) ~ (2 - то! 了 1 ВЕТ i ос sin[ ca) sin[ та). 
U EARE APEC ЖАНУ. Брос ЕТЕ Л SS PE PJ BB Pr , E£ 36 УЬ, 


е гоо? EZ (BJ Y，(x)) 势 相同 ( 见 本 章 末 附录 3). 
р 8 势 
BB 热 阱 Vix}) = — yalo ys ту f H Ң--ЖҤЩҢЕЖ 
Eg = 一 my: Z 252. (35) 
olx) = 了 Te = h? ту. (36) 
EE A WW (x) JE ЕЖЕ} SA PE ST 
Wix) =- Flinga)’ - = [x 1 
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й 


О, x < 0, 
s (a) {7 x > б. 
ЕТ) 
V (x) + V. (x) = 2W(x) = 二 = т, 
V. (x) - V. (x) = FW (a) = 2у8(х), 
两 式 相 减 ,得 


V_(x)= – yë(x) + my 2k = — у8ё(х)— Е, (38) 
两 式 相 加 ,得 


V. (х) = уд(х) +ту AD282 = уд(х) + Fo, (39) 
是 和 势 全 ,不 存在 东 缚 能 级 ， 
例 3 双人 势 阱 [9) 
ХХ 58 
у(х) =- у(х + a) + 0х — а) |, У > 0 (40) 


的 束缚 态 ( 瑟 <0) 的 能 组 由 下 式 给 出 (参阅 和 9.5,(4]),(5) 式 ) 
2aZ L = BaltanhBa + 1), (РК, 
2a L = BatecothBa +1), AFRA, 
RP psv —2mËE Z h, L = А2, ту (5 ЗИ АЕК ВЕ). Ж (18 
衬 称 ) 能 量 可 以 用 图 解法 来 出 , 即 求 下 列 两 条 线 
yí = ña(tanhña + I), 
уз = 2а/ L, 
的 交点 (以 Ba ВК). у, 为 单调 上 升 曲线 ,y; 为 一 条 水 平 线 . 
ҖЕ ев 04 Дос, ШАС НЕЕ 局 为 


(41) 


[9] Coldsein J. Am.J.Phys. ,1994,62;612. 
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kBo 


Fo = - 3 (42) 
基态 波 函 数 ( 偶 宇 称 ) 表 为 
Aeh, x <- a, 
polr) = (еб L er a < x < a, (43) 
Ае`®*, x >а. 


所 以 W(x)= - hZ 2mülngo) МУ 


Bo x =s 
W( x) = 一 аа - G < x < @& (44) 
V 2m 


— Во, x >= @. 
l, xg- а 
而 (х)? =- К | 天 十 区 a 
1, x = G 
– апра + D(x + a), 
Awla) - ТЕ | 


(1 - tanha )ó(x — a), 
上 此 可 求 出 了 (д) = Wery р (х), ВИЕ 
Эп 


V. А = у(х) + В, 2т. (45) 
相应 的 Й_ = - 6а ИС) ВЕ АЭ 0. mE V. (x) 
为 
22 
V, (x) =- V(x) - ai +2Ю(х)?, (46) 


是 一 个 排斥 势 ,无 束缚 态 ， 
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4.3 形状 不 变性 


非 相对 论 量 地 力学 由 有 一 些 一 维 势 附 的 束缚 态 有 解析 解 .其 
BARE? ENEA кня 性 ? Gendenshtein 10151 进 了 
“形状 不 变性 (shape invariance] 对 此 问题 作 了 深入 的 探讨 . 

定义 :如 下, (x) 满足 下列 条 件 

V (xa0) = V (кзда) + Ria), 1) 
A a 代表 一 个 (一 组 ) 和 参数 ,al 为 ау 的 图 数 el = (ао), OA 
PERA Ra) x AR, MRE FW, 具有 形状 不 变性 . (DAK 
明 VY 与 .的 晴 数 形式 相似 ,只 是 参数 不 同 . 

具有 形状 不 变性 的 荔 阱 的 束缚 态 能 级 可 如 下 求 出 . 试 构造 如 
下 Hamilton 量 系 列 (bierarehy of Hamiltonian) 


H s = 0.1,2，……， (2) 
其 中 НЗ? — A,B = R... 

А 2 

Н = у г (хза,) + У! O Ra), (3) 

a, = f Cap = ДМ Сао) 2 


| БК И 
例如 а= ар), а= ра) = f. /(ав)) 
пм, BU +U АО FIA 
а Ф 


а+1 
яе) = - + V Ceim + Ra) 
Zm дұ" s+l > k 


sA d уу, (asa) + SIRC). — (3) 
比较 (3) 臣 与 (4) 式 ,可 见 从 йй, ПЕТ u (x;a )— 


[H] Cendenahtem L. JETP Leu. ,1983,38.356. 
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V. (xia D ,和布 余 武部 分 (与 < EXN >! (ар) 完全 相同 .通常 称 


ADRA A supersymmeirie parner Hamiltonian. 按 上 节 的 分 析 ， 
除 育 ” 的 最 低 的 一 条 能 级 之 外 ,六 (5 的 各 激发 能 级 与 ИО! 的 各 
зА RS У (ха), ОЗОДУ V. (хза,) 
相应 , 余 式 部 分 不 依赖 十 х). 

现在 来 考虑 系列 各" 到 -和 和 
Йй - B. ,其 中 最 后 一 环 中 Н®—-ЁЙ_ БЕКЕ КС! =0.П 


һ2 Ф 
_ 2m іх? 


Н? 2 p = + И_ (хов), (5) 


жї шр _ 5° Ф 
Н = H.,=- 2m dx? 


2 Ф 

 2m dx 
Ны RU (р 六 加 的 最 低能 级 EE? = 0 外 ) 具 有 相同 的 能 谱 . 从 
(6) 式 可 看 出 , 疡 由 的 最 低 束 缚 能 级 (如 存在 的 话 ) 为 员 (ali). 如 此 
а ЕЕ, а ВОЈА ЛЕВЕ ( Bi £F (E BJ WE ) 27 


+ У_(х;ау) + Rila) 


a 十 t. (x; ao), (6) 


ЕҢ! = > Rila). (7) 


由 此 可 以 得 出 , 原 炉 的 YF.(x;ao) 势 阱 (基态 EQ 取 为 0) 的 第 л 
АН OFER kh ) НЕШ Ж 
EO = №) (а). (8) 


ФЇ V(x)= 一 Vosech2 Ду, ( Vo > 0) 
能 量 本 征 态 可 以 严格 求解 ( 见 本 章 未 附录 2). 基 态 { 偶 字 称 ,mm 


= ОВЕ ТРЕ A 
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2 92 2 
r * 1 бту 
робя) ~ (sechpD re = 2А = ууш +1-1]. (9) 


相应 的 超 势 
Wix) = - -Š Падоб), = atanhñk , 
ñ (10) 
из 
= /am 
因此 W'(x) = aßsech х, 
V. (ха) =а (1- sech) – a8 so? fr 
h 
=а?-а{а + ZE) сфе, (11) 
, АВ. 
F, (ха) = -afa 752) оен, (12) 
тиж, 
a B) (68. 
ДЕ Zam) "| Z) -{ ha aia 
2 
= F, (55а) — а? + (а - 了 | А 
或 


V. (x;a) = V (zia 一 AE а? 一 É _ 28). (13) 
与 41) 式 相 比 ,可 看 出 


= 2,6) = fla - Ка) = а - E 
Пу = dj A 4) Ка) Jim’ 


Ra) = aĝ 一 a`. 
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Ий a, = (ау) = a- 98; v2m,s = 0,1,2, (14) 
因此 V (x;a)= V friao) 的 第 P 茶 束缚 能 级 为 
к<) = Ў) нба) - Dia _ a) = a- 
=a? ~ (а – nkB Z /2т)* 
= - fs- ny] 


A? [Ë [SmVa |, 1] 
72 


` 2т 23 k2 2 + 
1 Sm 
- [3 202 * 1 (аат) j: (15) 


显然 Fk O) = 0. 二 式 结 果 即 附录 2 所 给 出 的 V(x)= - Vosech fx 
的 能 级 ( 取 Eo DERNE,- Ep E 附 受 2,(13) 式 ). 


附录 1 超 对 称 谐 振子 及 其 推广 


А1.1 HARET 


谐振 了 上 的 代数 解法 中 ,引进 了 产 牛 和 涯 严 算 符 ( 采 用 有 然 单位 
һ=т=ш=1) 


а= {ду ta). = l- az +). (1) 


[z] еШ. БА, ЕТЕ. ар тл Г 88. 兰州 太 学 出 版 社 ,1987., 弟 三 
高 .该 节 对 最 子 力学 引 的 超过 次 性 有 较 评 细 论 述 .本 附录 写作 时 , 参 申 了 该 
BAHH. 

[111 Haymaker R W.A P Rau. Am. }. Phys. , 1986, 54:928. 
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它们 满足 正 色 子 对 易 关 系 
[а,а!] = 1. (2). 
而 谐振 子 的 Hamilton ЖН] l Д АЎ, 


和 _ 
H =- y 12 t > = (aa + 1⁄2) = (ñ + 1⁄2), (з) 


ñ = q'a (k ETARA). 
容易 证 朋 
[й,а!] = а',[й,а] =- a. (4) 
所 以 aaf, f= are,1 构 成 -- 个 最 简单 的 Lie 代数 , 习 局 虐 称 为 
Heisenberg Weyl 代数 . 
现在 来 进行 推广 .引进 费 米 子 产 生 和 漂 炎 算 符 y'* 和 器 ,满足 
ТБ 


Ф.Ф = Lip, pl = о, = 0. (5) 
其 最 简单 的 表示 , 即 二 维 表 示 ,可 记 为 
0 1 . 0 0 
рае (о aE -人 中 6 


Ш, [0,0711 [6,,0.1= оз (Padi ÆRE). 
МЮ Ж-- Ж G Е, 9 Ж И Хрл 


0 0 0 а! 

_ t t ath 
ЖИГИТЛЕ 
0 Wë ik— РЭЕК ЖУ, Q` WEHR. 显然 

‚02 = 0, Q? = 0, (8) 
| a'a 0 

0,0" = 00 +070 = | |. (9) 
0 aa 


引进 超 对 称 谐振 子 Hamilton А 
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А аа 0 
Н, = 10,01 = | o и 
-( 0 j- [1⁄2 0 上- 全 0 
0 +l 0 B + 1⁄2. o ñ, 
式 中 二 是 谐振 子 Hamilton E, Ñ = ata = B - 1⁄2 5 Å, = ваї = 
H +1/ 25RA EER ERTE Hamilton 量 . 穿 易 证 明 
[0,Й,] = 0.[01,Й„] = 0, 
10,91 =0,}01,01] =0,19, 0} = B.. 
ш O,.,Q1 й. 构成 最 简单 的 超 Lie 代数 SL(1,1).((11) 式 中 既 有 
对 易 式 ,也 有 反对 易 式 ). 


可 以 引进 厄 米 算 符 0 和 O, 代替 0 和 01, 令 


ja 


(11) 


Q= g+= 01 [9 ©}. 


осы a2) 
TERCETO С). 
HERTA 
0 = 100+ 1020.0 = 1 (Q, - i@). (13) 
容易 证 明 
101,051 =0 QELQ, Q] > 0) (та) 
От = 05 = 10,01: = Ё. 
ШЕЖЕ 0, Q й, 满足 下 列 代 数 关系 
[Q.f] = 0, (15) 


[0;,0;) = 28,#,. 
起 对 称 谐振 子 的 能 谱 有 具有 则 下 特 秆 : 
(М 0, = Q1, Q: = 人 ,所 以 入 .= 01 = 全 为 正定 所 米 算 符 ， 
E MRE АЕА АЕТ. 


* = = = FF ъъ ж +з 


« аиа F їй 5 кк iF F ч ns" 
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证 明 : 考 虑 到 [Oil ,2.1=19,,й.]=0,8 Q 和 Q, 为 守恒 量 . 
但 由 于 [ 0(, 0,10, PS. 所 以 D. 的 本 征 值 一 般 有 简 并 (内 有 0 
本 征 值 外 ) 412), 

HK о, 与 H, 共同 本 征 态 gs Qiy = А, Н „дф = Ф = 
АТФ. ЛАН} Од 是 否 B. AIER? 是 .因为 Н.О = ОН = 
АЛО» фу tE EIA А1. E 0.09 = - 0010 = - А 001, B 
Озу, 是 局 本 征 态 ,本 征 值 为 -~ 这样 ,我 们 找到 了 D. 的 两 个 
本 征 态 ,本 征 值 为 好 , 即 2, 和 Oog ,此 外 无 其 它 独 立 的 本 征 态 属 
于 H. 的 本 征 值 A?. 所 以 能 级 为 二 重 简 并 ， 

超 对 称 谐 振子 А. FUERE 

Н, =10.011 = Qi = (Q + QY 
= (оф? + ap) agt + a'g) 
= аа! + а ауді 
= ( аа‘ – ата) + ааб фт + р!) 


= фф + aa 

= (аа + 1⁄2) + (ptp - 1⁄2). (16) 
能 量 本 征 值 为 En, = (па + 112) + (пр- 1/2), пь= 0,1,2,""; 
пр = 0,1. (17) 


H 电子 的 landau 能 级 
BAR BOE z 名 方向 ) 中 的 电子 ,不 讨 及 自 旋 自由 度 及 其 
МЕ ЊЕ", ERAN A 52.1) 
E, = (n + 12) ћо., ою. = eg тєп = 0,1,2, (18) 
ЕЕ н ИАН ЕА дов = 65-8 É 


_ _ e. ећ оныла ёй Е 、 
(и = - s= Ë a) рива Em, (т, = 上 1A2), 所 以 能 
[21 ша Ее #] .北京 ;科学 出 版 社 ,1997 .215. 
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公式 化 为 
Em = (n + m, +12), п = 0,1,2, “im, =+ 1⁄2. (19) 
不 妨 把 m. з 态 记 为 费 米 子 数 n. = т, +12 &,‚,пь=0,1,П n= 
ns 表示 玻 色 子 数 , 则 上 式 化 为 
Enn = Спа +12) + (пр ~ 1/2)]һш., 
ng = 0,1,2,°7пр = 0,1. (20) 
能 谱 形式 如 图 4.2, ER n = 路 =0) 能 量 为 0, 不 简 并 而 激发 态 
是 二 重 简 并 的 . 


4 4 3 

3 š z 

2 2 1 

1 1 Ü 

ü © 

Ejha, Ag Ry 
ра Ü r= =l 

tm = — 1/7) (m.,=1/2y 
4.2 
AWONERI SE 


н. = 10,011 = lapt а фі 
aa у! ф + а! афу! 
=Y ([a,a' J+la,a тз! ó + 2 (Га! а) + lat,a! др 


Таа — р) + 1а, аТртр + фр?) 
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=-у}а,а! -Le,a']os (21) 
а >4[ а, аї 1.0 的 情况 ,六 ,中 才 唱 现 费 米子 自由 度 .对 于 起 
对 称 谐 据 子 [ a ,21]=1, 所 以 =F laa] -二 os= ofe+ 方 - 
1 a'a, 0 
т da = . 
2 ° 0 а'а+] 
趟 对 称 谐 振子 能 谱 的 二 重 篇 并 ,反映 了 下 在 超 对 称 变换 
е -eret0-9) 下 的 不 变性 .在 此 变换 下 , 算 符 下 变化 如 下 . 
Е-> Е' = 679000) poo-0) (22) 
对 于 无 穷 小 变换 a = e0, 
SF = F'- F = [e(Q - Q), F = [efafp — apt), F]. 


(23) 
显然 
Ba = |[є(а'ф- ap) a | =-є[а,а!}ф' =- eg? (24) 
ба = – ep, (25) 
担 


84! ={є(а'ф—- al), gl] 
=ea фр! ~ єаф!ф! — pica p + фео! 
= aep? - афер (26) 
为 保证 A, 的 不 变性 ,要 求 = 为 反对 易 СОНУ, Вр 


[i] 满足 下 列 与 费 米 子 算 兰 反对 岛 关系 的 数 СЕ ЗФА) 

С, дф =0,} C, ДК =0,С*=0, Кк Н Ыы Ыз C S. H 4 6 wt 和 包括 无 穿 小 
A e) j RK A 3 C Ж, тоу ту 3 Bb Pe T О Нн W Ж-+ P +f, В 
£= фф фр (р еп} = ва) = Др – ваф — yea + eta = – aleb + g) = Ü 
ЖТ L. ТЕ E ЖЧ ЖЕШИН, ЕЛУ АВРЕН Щ Лр р С е, ‚ҮП ЇНЇ И: ЗЕК 
WE ie. e) =D, 这 种 全数 称 为 Grassman Ф. 
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ep = — бє ,8ф' = — Je, (27) 


此 时 By = ваф q уф) = eal. (28) 
类 似 有 бё =- ва. (29) 
这 样 Й. = (аа + фф) 


= (даўа + a'a + (801) + ф!(&) 

= — ela — єа!ф + саф — d'ea = 0 (30) 
Вр 在 超 对 称 变换 оО 9) 下 具有 不 变性 ,变换 参数 «(ЖЭ 
小 量 6) 为 反对 易 СЖ. 
А12 有 相互 作用 的 超 对 称 Hamiton Ж 


超 对 称 谐振 子 Hamilton 量 (16) 式 描述 的 是 目 由 的 吏 色 子 和 费 
米子 体系 , 丘 相 互 作用 .如 考虑 玻 色 子 相互 作用 , 则 可 将 a, at 
4 ,4 ,它们 是 (a,ai) 的 函数 . 超 对 称 变 换 定义 为 (参见 27 式 ) 


Q = Ay ,0 = Л (31) 
此 时 
02-0, 0? =0， (32) 
仍然 成 立 . 
ооч = о (33) 
о АА 
ж EKAI Q, M Q, 
Q, = (Q + 0), Q, = 100 - 07). (34) 
同样 有 
lO, Ол! = (但 LO ,Ga = 0). (35) 
01 = @ = 10,01 = f,. (36) 


和 ,也 可 以 同样 表示 成 (参见 (21) 式 ) 
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= 


1 l + 
Й, = 方 |14,4 1 - F714,4 Ja, (37) 


只 当 [ 4 ,A411z¥0 时 ,六 中 六 出 现 费 米子 委 由 度 . 
ВТЕ ЕВН УСС 64.2, OHAR ATRT EAN 
A RRE, А =т= 1) 


d + Í d 
А = Бах + Wix), A - 7535 * W(x), (38) 
再 (xz) 为 超 势 .容易 证 明 
ГА д =/2'(х) (39) 
《对 于 谐振 子 势 Ох) = 2, ГА, А | =1 йе TXH K.) 
ГАА =- “+ (40) 
所 以 
f, = - 5 L£ + Wiry – SW (09 (41) 


š 4.2 中 把 谐振 子 的 处 理 方法 推广 到 一 般 势 阱 ,相当 于 把 aA, 
a — At, mi 


А ata 0 ЈАТА 0 н. 0 
й, = | |а, = | || А Ee 
0 оа! ‚0 AAF 10 H, 
有 关 超 对 称 谐 振子 的 能 谱 特 征 是 可 会 改变 ? 回答 是 ,不 变 . 因为 所 
有 证 明 都 只 用 到 超 对 称 变 换 Q. Q 《或 9),02) 的 对 易 关系 ,不 涉 
及 O, 和 0 的 细节 .但 B. 的 乱 本 征 态 是 杏 存 在 ?如 存在 , 它 是 理 
简 并 ? 为 此 ,考虑 H. 的 零 本 往 值 相应 的 本 征 态 fy， 
B. | $) = 0. (43) 
令 
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ШШ] 
|“ 0 | |8) 
= 0 
Ü АА! $a? 
Ep 
atale) = 0, 
AAI Ф = O. 
Же _ 1 与 (45) 式 取 标 积 , 得 
а | в), = 0, 
RẸ А | Ф > 一 Ü, 
FMA А“ 1 $, > 0. 
在 x 表象 中 ,上 两 式 化 为 
[s az T) (o) = 0, 
[5 W + У(х))», (x) = O. 
其 解 为 


Ф. (x) = cxp| +з] Wx “Jda d . 


HRES ЖЕ, ER 


对 下- (z),| W(x Dda! LIR o, 


(44) 


(45) 
(46) 
(47) 
(48) 


(49) 


(48') 


(49) 


(50) 


(51) 
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1 x |-> ® 


XÍ $, (x),| Wea Jda’ — m. (52) 
ЮК BI ЖЕЙ, НП НН F 31 Pi ph hb д n НЕН): 


і x] — 


(1) | Сх da /时 (ху AAE, 


或 | wO nar оо $, (ә) 可 归 一 化 ， 
两 者 只 有 一 个 可 能 实现 ,所 以 E = 0 的 本 征 态 只 有 - -个 ,是 不 简 并 
的 . 

(2) (z > ® 时 | W(x dr КЕТ x GREF - wm, 此 
时 $, (z) 都 不 能 归 一 化 ,因而 不 存在 E = 0 的 束缚 态 。 换 言 之 ,是 


否 存在 E = 0 束缚 态 ,取决 于 | W(x')dx' 在 | x | % 的 渐 近 行 


1 х | 


为 .对 于 谐振 子 势 市 (x) = Z 2, 2| WE Yd = 2 72 — 
(H | х1 о Е), Ф (x) < e 人 可 归 一 化 ,而 (x) 
Жажа. 

附录 2 у(х) = – Vesec Br Е ВО ДК” 


其 有 上 反射 不 变性 的 VAH RATER 3 ñEJy ë 2 
2 Ф 
Е + a - Vosec Bx | (x) = Egl х). Ci) 


8 为 势 阱 的 特征 长 度 . UTHR RASER <0). 引进 无 量 
HE А 


_ 1j SmVo | 
А = 2 4 t 1-1]. (2) 
[14] ier Haar D, Probleme їп Quantum Mechanics, New York Academie Pres, 1975. Prob. 
1.14. 中 洋 浅 ; 王 正 清 等 译 . 其 子 力 学 习题 集 . I 5 M63538 Er ER H, 1990. 
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С) = — Vecht fe 


图 4.3 
Ера, 2 
Фф = (sechar )2^ц, (3) 
代入 {1) 式 ,得 
ч - 4АВїапһ Р +48 (a? — ri)u = 0, (4) 


AP к 是 与 能 量 E 有 关 的 无 量 纲 参数 
к= — mE 2%? , | E =— EE оку < о). (5) 
作 变 量 替换 , 令 


z = – в Йу, (6) 
则 式 (4) 化 为 超 几 何方 程 | 
2(1- z) Фи + [> - (1— 2л) :] Чи — (А2 ~ к?)и = O. (7) 
与 趋 几何 方程 的 标准 形式 


d'u du 
all =- z) g + LY - (a + 8 + 1)z] SZ - apu = 0 (8) 
比较 ,相应 的 参数 为 
а= к- А, =- (к+А), у = 1/2. (9) 


方程 (7) 的 了 两 个 线性 独立 解 ( 丰 z=0 点 , 即 x = 站 点 有 限 ) 可 取 为 
+ 139. 


ш = Fla,B,y;z) = Ё(-А+к,-А-—к,1/ 2352), (0а) 
=y 1а Еа + 12,8 + 172, У + 152) 


(10Ь) 
它们 分 别 给 出 偶 宇 称 和 和 奇 字 称 解 . ЖЫШ SAIF, N x— оо 
处 ,gxz)-0,(10) 式 中 的 无 穷 级 数 解 必 须 中 断 为 - -个 儿 项 式 .对 
Т (10а), WER a= -A+xk 或 B= – (къл) Оз. {н 
АТ АТД ЖЕЛИ, а — Ж F+ Hi ЛЕРА ф(х) а + со hb ÉE 
指数 上 升 ,不 符合 束缚 态 要 求 .所 以 ,只 能 是 (4 - к) = 1, (= 0,1, 
2,…). 肯 考虑 到 (S$) 式 ,x =A- l,e 0А – D2 = - mE Z25268. Hl 
1+ m BF ВЕ 


һ? BmV 2 
в = МЕ] +1-э1-1/2 ‚{ = 0,1,2, 


(11) 
对 于 fl10b) 解 ,类 位 可 得 ,只 当 1-F-1r2=mf(m=0O,1,2,……) 
时 , 才 满 足 束缚 态 条 件 , 从 而 得 出 奇 守 称 态 能 级 


А 2 
Ke Ey B+ базда. 


m = 0,1,2,7. (12) 
позора, 表示 成 
2 
sm t. 
Ë, = 一 Hefa i a ， 


n = 0,1,2,7. (13) 
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附录 3 V(x) = Voco? (an BPPT 


A BH 
Fix) = Мосо? (тух) (1) 
e =1⁄ 7 3 3⁄8 EE. НЕШ K hi: J P: 
Жу 
2 2 =? (жу 
| — A s + Voco (тар) | pix) VE асо Cae) 
= Ey x). (2) 
ф = [sin(z=zx) |, (3) 
式 中 4 为 光量 网 参数 e атаа 
. (a=—1/y) 
f < r 
А = а 5 1-1]. (4) 
x h° g Ë] 4.4 
则 u 满足 
Фи 4 ( du pr 2 2 
J2 TA cot( лух) qx + Ах n lo – Аи = 0, (5) 
vAn- EEREN, 
y = 4) дЕ + Vo). (6) 
引进 新 变量 
z = cos” (хх) (7) 
则 {5) 式 化 为 超 几 何方 程 


du ] di ` 
z(I — z) 422 + [> - (1— 24 )z| 5° +b? А?)ц = 0. (8) 


与 超 几 何方 程 .- 般 形式 比较 ,参数 
` j4i ` 


а =—(»+А),@ = (0 - А), y = 1⁄2. (9) 
Jy (8) BJ ОВЕ ) 
| пиу = F(- v- А,» Al 235) { 10а) 
EE z=0 JA (BJ) x = a Z28828 0 ТН ИНН.» -- WE 2J ( SF RO 
из = МЕТЕО v - A + 1⁄2, -À + 12,3252) 
(10b) 
ТЕ z=0(x = 4/2) 4, uy 0. 
为 利用 波 函 数 在 z=1Cx = 0 PK a Z 2) A BJ АРЕ, Н] Ж 
用 下 列 公 式 


Fla,B,y;sz) = (1 — г) (ау - 8,32) 
此 时 ,zi 和 ш 可 分 别 表示 成 


uj = (1- гв - vA,l/A2— y+ А ©). 


(lla) 


из = VTi- 2222 7 К(-»-А+1/2, 

1-»+А,3/2; 5). (11b) 
为 保证 z 一 1 ERR G РОС) DREA zZ (z -1 的 
FAR GI DPE ATEMA ХА] Uo ASER -oA 
或 4-v+ArlA2) 为 0 或 负 整 数 .但 仔细 分 析 表 明 , 上 只 有 第 二 种 
Т, Во -4 - 12) = k,(E=0,1,2, On}, ВТА H; A E р Sal 
让 束缚 态 条 件 , 困 此 (5 —- A) = k + 12,6 = 0,1,2, :类 做 ,对 于 
г БАЖ (ТЕЬ), ОЕ („—А)=Е+1,&=0,1,2,-. WEEK, ER 


„—-—А = Ë n = 1,2,3,5—, (12) 
2 
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Вр 2 = (а а) 


IRAR, (Е + V.) = 217 А? >? т, Н (А), РЕ, T 
得 出 


н 


2 
Е-Е - (л + dàn —2А),п = 12.3, (13) 
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) A TIU е ТерА МЕ АК НУ 
Fr PESI 


ЛА Н Scehiódinger ЧАКА H: E EAE S. Т P 
心力 场 中 粒子 的 各 束缚 态 之 间 的 升 , 降 算 符 . 中 心力 场 中 粒子 的 东 
ай йу 一般 有 和 们 并 .特别 是 其 有 动力 学 对 称 性 的 中 心 势 ,还 有 进一步 
的 简 并 ,因而 有 多 种 类 型 的 升降 算 符 . 

三 维 中 心 势 V(r) 中 ,粒子 的 能 量 木 征 方程 ( 球 坐 标 ) 为 

Hy = -Si 1 еа vV(r)| = Ey, 
1 = гхр 为 轨道 角 动 量 算 符 . 取 у APERTAR, T, Lyn dt 
同 本 征 态 , 即 

ф(г„@,ф) = ROY mlp) = A Y, (0, p), 

{=0,1,2,.…, т= 0, lpo, =i, 

ИШЛЕ J SEA 1 ВО ЖЕНУ; ЖЕ J 

жю a [CB nD) - +] yC) = 0, 

y (0) = 0. 

再 根据 束缚 态 边 条 件 , 可 求 出 角 动 量 为 了 的 能 基本 征 值 马 . ,m, = 
0,1,2,…,n, 为 径 向 量子 数 ,表示 径 向 波 画 数 x,,《r) 的 节点 数 (r 
= 0, о 点 除外 ). 在 8$5.1,85.2 中 ,将 对 三 维和 二 维 各 向 同性 潜 
振子 的 径 向 Schrödinger 方程 进行 因 式 分 解 .从 而 找 出 各 束缚 定 态 
之 闻 的 四 类 升 . 降 算 符 .在 85.3 中 ,我 们 将 证 明 , 只 在 各 疝 同 性 谐 
振子 势 和 Coulomb 势 两 种 情形 下 , 径 问 Schrödinger 方程 可 以 因 式 


分 解 . 55.4, 5.5 将 分 别 讨 论 三 维和 二 维和 氢 原 子 的 径 向 
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z 


Schrödinger 方程 的 因 式 分 解 ,以 求 出 它们 的 角 动 量 上 的 升降 算 
Р. АЕ ЯН А ЛГ ра НЧЕ Ж, КОН НТУ. RERI. 


5.1 三 维 各 向 同性 谐振 地 


三 维 各 向 同性 谐振 子 , V(r) = 3 Mr 六, 取 自然 单位 ( = 


w = 1), ДПА [в] Jy Же R] Pj Жл 
Рб) ұр) 一 A CF) À: 一 - 2Ё, 
рау = 35-1050), 
定义 依赖 于 角 动 量 ;的 算 符 (11 


d # +] d { 
A. (D = 下 -一 +， A. (I) =; t 


B, (D= 2151, в (р, 


直接 计算 可 以 证 明 , 它们 满足 下 列 因 式 分 解 关系 式 
А_({+1)А, (D = ЭО) y (21 + 3), 
A, 1-1)A (Ð = РО) + (21 — 1), 
B_(¿+1)B, (D) = D(L) - (2l + 3), 
B.(1-1)B (D = WKI) - (21-1). 
利用 (和 ,(5) 及 (1) 式 ,不 难 证 明 ( 风 下 页 | 注 ]) 
РОДА, G- Dax] = Q; + DA, CE- Dy 
РОТА GE + Dya] = CA DA CE Dyas 
DDR, (1 —1)у,,] = A- 2)B, (L 1), 
D(D|B (l +1)ya l] = (A + 2)В_ (T+ 1)у,,,. 


[1] уйк, рар. 物理 党报 ,1997, 策 ;417.Liu Y F.Lei Y A, Zeg J Y, 
Len. 1997, A231 :9. 


А = 


(1) 


(2) 


(3) 


(4а) 
(4b) 
(5a) 
(5b) 


(ба) 
(6b) 
(7а) 
(7Ь) 


Phys, 
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Н (ба) Жи, й у, DCL 1 的 本 征 态 ,本 征 值 沥 
Мл WA, CG- Dya DOD PJ 10:5 „ЖЕН CA +2),ЁП D 
的 本 征 值 增加 2, 相 应 的 能 量 本 征 值 ( 见 (1) 式 ,下 = 一 和 7/2) 减 小 1. 
所 以 , 算 符 4 的 作用 是 使 七 子 态 的 角 动 晨 增 加 15 无) ,并 使 能 量 减 
小 Cha) .类 伺 , 从 (6b) 式 可 以 看 出 , 算 符 4 的 作用 是 使 用 动量 减 
小 1, 并 使 能 量 增加 1. 同样 ,从 (好 式 可 以 看 出 , 算 符 8,{B_) 的 作 
用 是 使 角 动 量 增 { 减 )1, 同 时 也 使 能 量 增 ( 减 )1. 为 了 更 清楚 地 标明 
4-. 利 呈 . 的 这 种 作用 ,可 以 把 它们 改 记 为 


A. (I — AG A N49) ti, 


lI 


dr 

4 ! (8) 
А (ОАФ, МЛ) = Tt 

Ё r 
B (D — В({^ NÁ) sA itl a, 

Г r 

| (9) 
В. (1) — B(Iv N v) = t +, 


[IF] ЯА, СЕНУ ida), RCD, TY 
A, СПА (+ DA (у= AL СОСО + 02163) у, 
= (А+ 21334, (1) у. 
把 i— 1 - 1.428 
А, (1- A (DA, GE- Oya = Girit EADAE —1)у, |. 
再 利用 {4hb) ,得 [DE + (22-1914, (0-0 у= СА +2+1)A, CT BD 
РСА, E= Dye] = ХА + DLA, tt — Dyal. 
Ж.В (ба). 10,384 СЕА T (4b), 48 
АСА, Q- DA Су = ALDP + (2i- iy 
= (држ 21— JA. (ур 
E itl A UEA DAL, СОА у= An ADA iiA Dya 
RPAH (4а) ak ,可 得 
[DID + (22 + DJA. CEA Dyna = (Аа + 2Р5 DA. (+ у: 
即 РОНА GE + ljg = làni- DLA (T Dyal. 
此 即 (64) 式 . 
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了 式 中 必 是 标记 能 天 的 量子 数 ( 附 录 Nl, E= E, = N+3/2,N=1+ 
2n n, = 个 112012……) 克 图 .1fa). 


ACET1Y$ N Y 
Cu МА) 


| CO N Y {у 
B(00(—1)1.N G? 
ti 
I 14-1 
N 一 人 1 z a 4 8 
th) 


i А 
неф ND SAG+D4 мұ? pe ++ № 
Аа-а. $ YS, ва+.м+) 


DF X ‚АГУ 
1 +1 а+Ё 1—2 4—11 
{e} 


图 5.1 Ха) = # ТЕЗЕ УЧЕ Р, 
(С 算 符 的 构成 ， 
{с} ЭЖ ЛЕН ЧЕ. 


ERRI АЖ B BH Y, СЕ РА ЖЗ EE P: 
IF CAD RE S. Lbb). AHO, (DADOA, T EH 


AUE +1, АВИКА) = DCD -2r £ +2#—1, 
(10) 
BO + yy Ny AG NY) = DCL) +2r б +25 +1. 


(ТО) ТЕНТА Е АЕМ F. H 
АТФ, Nt Blt КЭМ = 
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-2(r$ -PN +2} м), 


dr 
B((I+1)yY .NYV)AGTIA I N Y DIIN?) = (11) 
атм). 


按照 АВВ AALI Ф, NA )BG(IA N DB 

ЕВЕ Е ВЕЕ ( V) К 2,{НЖЯ 3 Ж i 保持 不 变 . 类 似 , 算 符 

B((I+1) Y NV АП, + ) 的 作用 是 使 入 减 小 2, 但 保持 1 不 

ДЕ .这样 ,我 们 就 得 出 了 下 列 一 类 算 符 ( 常 数 因 子 是 大 关 紧 要 的 ) ， 
C(L NÁ À) = (М2), 

(12) 

C(L мұ ) = 

AEA. ард uEHB, 
A((1-1)y NA )B(IY,N Y) = 
DD + 21-1 d 021-1) 


г dr г? 
АСС Т) А, Ny Bt NA) = 
рев) -23 4 (1+ 00! +3), 


1 
r 


rara (N +. 
r 


(13) 


(13)X4EFI T | IN E ,得 
A((1-1)4.N3A OBIIY МФ) ТТА) = 
ога get- рм. 
ACCEA 1 Ny BO МАУ ТТА = 


ог зра 2-51, +3] һә 


йг г? 
根据 算 符 AHBAR, AU- 1) Y NIOBO, МФО 
ЕЕЕ ВЕЕ WD 2,1Н4Ж РВЕ СМ) 2. Al) А, 
NYOBUA NA ) 的 作用 是 使 二 增 太 2, 但 保持 能 量 不 变 . 这 样 ,我 
们 就 找到 了 另 一 类 升 、 降 算 符 D. 

= 148 > 


(14) 


l d {i 2N+3 


I d 1+1 2N+3 
ра*+&,му = (а 5 + тз). 


Х%# 17 6 T — ЯЕ i ГАЈЕ ЗЕЕ T BJ Ed Ж Е P +$ 
A R.C #l D. Xe l| , ТЫ Н Е ЖЯ JL Ta РА 22 88 BU Ё 
推 关 系 ,也 可 以 导出 《 和 DD 的 表示 式 (12)} 和 {15), 详 见 附 录 1. 
最 后 ,我们 把 四 类 升 . 降 算 符 的 表示 式 归 纳 在 表 5.1(a) 中 . 表 
5.1(b) 则 给 出 相应 的 选择 定 则 和 和 守恒 量子 数 . 
R51 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 升降 算 符 


(а; 


(15) 


. d {+1 ЕС і 
АСЕ, М) = +r, AGINA) =E к-г. 
BUR ,N= 全- BOY wd 二 rr 
r r dr r 


сам )=r tT N L, CUNA =r пъ N+2,(N= 1+2n) 


_ l d ї+ї 2N+3 _1 d # 2N+3 
РА N) = F dr р? +a’ DU44 М) = r 和 + 
(h) 
1 һ, N< i+2n, ҮЕ р 


АЖ .,М}) I—=1+1 nn.-1 Ж ; ) 
t+ n oa lU n. 
АС Ф.М) 4-1 п, п, +1 Му 


ВІА. МА I=1+1 п, = n. N— N + | 
Bf NG) il-1 nen, №1 ™ 
COL NA +) i=1 n, > ru + 1 W 

{ 
C(I мұр) í =l mer 1 М № 2 
ЕКА, АМ) {-®1{+2 пп, l | 

. N= 1+2n, 

IX14 4. N i—] -2 п, "n, + L AN-N 


= 
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考虑 到 nm ШИЮ ЛИН OLARA А, (= AG(15 ,N ) 的 作 
用 (参见 表 5.1(b) 及 图 5.1) ,可知 4, (1) х, -0o=0, 即 
Ез +1 
Яғ r 


+ r}xalr) = 0. (16) 
解 之 ,得 

Xafr) < r e (I = 0,1,2,0). (17) 
MACAI) ,入 不) 对 (16) 式 运算 ,利用 (4a) 式 ,可 得 

ГРС) + (21 + 3) 1 = lån + (21 + 3)l1ya| = 0. 

所 以 Mno= – (21+3), ВЕЕ 

Es 0 = (1+3⁄2),(1 = 0,1,254). (18) 
这 是 Еу = (N +3⁄2), N = 1 +2n, 的 特殊 情况 (n,=0,N= 1). М ук 
ња, КН А (ФМА), АСТ) Фф. NA), ЕЯ, TE 
Хаа» Xia Хо (i= 1,2, 777). X FÉ RER Н Pr A ЖЫ РЯ 
Ж. 


附 ж 1 
= PE + [п] (| ЕТ Е Д Же In] у S 35 
жыр = А, А, =-2Ё 


(19) 
y (0) = Ü. 


考虑 到 2—90 和 r— со МР ФС ра Ж ИКТ iy У, (Ту ВОЯ Ж 
小 成 
yr) = re ulr), (20) 
и 满足 下 列 方程 
rt уш” Га + (01+ 3)]u = 0 (21) 


令 £= т, БК ИШЕ JU Е 
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du du А 2443 _ 
ав +0 +302) - 19: (А, : Ја = 0. (22) 


满足 у,(0) =0 边 条 件 的 解 为 合流 起 妃 何 函数 a = (а, y; rr), 

а = +Q, +21+3), у=1+3/2. (23) 
ХР, ОК F (a, узг) PRA tAk, Врз 
= n,n 二 0 ,1,2,…, 相 证 的 能 量 本 征 值 Ë, = ~ А2 EAH 

E, = (2n, + 1 +3⁄2), n, = 0,1,2,0, (24) 
Ey = (№ + 3/2), (自然 单位 hw) (25) 
N = 2л, + Í = 如 ,上 ,2 ， 
对 给 定 六 ,可 以 取 = N.N —2,-,1( М 奇 ) 或 0(N (B). В 


求 出 Ey 能 级 的 简 并 度 为 所 = 方 CNW+ 1) (N+2). 能 级 E, 相应 的 
ESOB R, = x, fr, 


X. (r) = те РО pl + 3⁄2; r). (26) 
利用 合流 超 开 何 哆 数 的 微 商 公式 和 6 个 基本 的 递 推 英 系 [21 
(1) DEl Уза) = (а +1,Y+ lix) 


(2) (у-е@)ЕК(е—1,ух)—-@К(а+1„у;х) 
=(Y—2a - х) Е(о,у;х) 

(3) YY- 1) Fla, у – 1;х) + (у - а) (а, у+1; х) 
= у(у-і+х) (а, Y;a) 

(4) (У -1) Е(а, У 1;х) – аЕ(а+1, ух) 
=(y-a- 1) Еа, у;х) 

(5) УЕ(а –- 1, узх) + Fla, y +1; х) = УЕ(а, у; х) 

ит ЕТЕ, RZL. 特殊 函数 概论 ， 北 永 : 科 学 出 版 社 ,1979. Жї 6 7,330,370. 
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(6) (у-а)хКК(а,у+1;х) + ау (а+1,ух) 
=}у(а+х}Ё(а,ух) 

(T) (y -1)F(a,y-1l;x)-(y-e)F(6- 1, Уузх) 
= (а - 1+5) (а, у; ж) 

TUFTER 

(8) уба +l, y;x)-xFla+l,y+tl;x)=7F(la,Y;x)}) 

(9) у(у- а) (а -1, y;x)—- axF(a + 1,y+];x) 
=y(y-2-x)F0a,yis) 

(10) (y—a)F(e,y+l1;z)+aF(a +1,y+1;x) 
=yF(z,y;x) 

(11) y(y - D F(z,y - lx)— оха +1, y + 1;z) 
= у(у-1)Е(а,у;х). 

ВН БАРЕ FAA: 


[2а + х арба, узя?) = 20 (а 1,7347) (27) 


[20у – а а) + х а а |ба, уух) = 20у -а) Еа -1,у;х') 


(28) 
нето 
= a) x 
и ) - И Z еба, уза?) 
=y - 1) Е(а- 1, 257) (30) 


tH (27) ~ (30) 式 可 以 求 出 算 符 C 和 的 表示 式 (12) 和 {15)， 
5.2 二 维 各 向 同性 谐振 子 


二 维 中 心 势 YCp) 中 粒子 的 Schödinger 方程 (平面 报 坐 标 ) 为 
" 152 * 


аа 2) Zl voje @ 
取 y 为 守恒 量 完全 集 [ B, = -ih ос) 的 
Kal) э n = O, zl, a2, 


共同 本 征 态 , 令 
多 = (2) 
M] усо а БЯДУ 
| - ми +- i? - ИИ ol x. p) 
1⁄2) 


(3) 


一 Ey (o). 
方程 中 只 会 m°, j m HEMSE. =н РСР) uh Ж 
子 的 径 问 方程 
|н 7) voje = вабо GQ 
相 比 ,有 很 大 的 相似 性 .参数 对 应 关系 为 
+ 1) = (m - 1⁄2)(m + 1⁄2) 
(5) 


=(| m | (| m i+ 1/2). 
因此 ,一 维 中 心 势 中 料 子 的 径 疝 波 函 营 的 性 质 可 以 类 比 一 维 中 心 


势 的 有 关 结 果 而 得 出 ( 详 见 文献 [3] р.300 ~ 306.). 02: 
对 于 二 维 各 向 同性 谐振 子 势 (о) = Мор RARP h 


= M = о = 1, 徐 向 方 程 (3) 化 为 14-. 


Dilimda) = À X, n) ‚Аж 一 一 2E, 
i — 1⁄2) / | (6) 
р(т) od, m - 1⁄2)(m +12) _ 


m fe 状 T. 北 京 : 科 尝 出 版 社 ,1990. 


(3) BMF, 
ФЕ {Н ,1997,46.417. 
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下 面 进行 因 式 分 解 , 先 讨论 m > 0 Am (fE a a) 严 和 0 18 
m). E S E + у ГЭЕ, орле У.Е 


; d m + 1⁄2 d m 一 1⁄2 
А, (т) = q p +0, A (т) = 4+5 T” 
(7) 
d m + 1⁄2 d m — 1⁄2 
В, (т) = фар - р, В. (т) = qat Z +0 
(8) 
ASHEBA 
А (m+ DA, (m) = Dim)+ 2(m + 1), (9) 
А, (m - DA (m) = Dí m) + 2( m - 1), 
B_(m +1)B, (ma) = Эт} – 2(m + 1), 
(10) 


B. (m — 1]B_ (m) = Dim) ~ 2(m – 1). 
利用 (9) ,10) 和 (人 6) 式 还 可 以 证 明 
Р(\т)[ А, (m -— Dynal = Ana + DUA, (т-у |]. 
Dim) lA. (m + Dx] = {А DLA (m + 1)y,.. 1, 
(11) 
D(m)| B. (m – l)y, = Ana 2) 8, (m - ly, |]. 
D(m)| B_ (m + I) y, = (А +2)[В_ (m + 1)у„,\1. 
(12) 
由 (11) 式 可 以 看 出 ,4,(4 .) 的 作用 是 使 磁 量 子 数 m РЕ (WR 1, ЭЁ 
使 能 量 减 ( 增 )1 ,类似 , 走 012) 式 串 以 看 出 ,8,(8_) 的 作 戎 在 于 使 
m 增 ( 减 }1, 同 时 也 使 能 量 增 ( 减 )1. 因 此 ,不 条 把 A. Hl В, СӘ 


А, (т) = A(m* ,Ny) = mtl y 
M n (13) 
- тт 一 
A (т) Ана NA) = „+ 212 _ ,, 
d m + 1⁄2 
В, (т) = pB(m мА) s = => “Z _ 
dp 


=- 154 。 


m — 1⁄2 
— + ф. (14) 
р PË 


AOP N 是 标记 能 量 的 量子 数 ( 风 附录 2, E = E, = (N + 1), N = 
[ті +2n,, n=0,1,2,… 是 Хы, СОВУ Со =0, о Эр). 


与 三 维 各 向 同性 谐振 子 相似 ,根据 算 符 4 和 8 的 物理 意义 ， 
可 以 构造 电 为 外 两 类 算 符 C AD, 


Ст. NAA) = pF -P+N+2, 


B_(m)— B(m v .N y) = + 


J (15) 
Cim, Ny Y) = os +0 —- N - 1, 
P dp P 
Dim YN)= L d +" #4; +5, 
e др р т 一 
(16) 
l d m+1⁄2 2N+3 
de 


Dlmt tN) == o +m + 2: 
Ж; | де н] ya (З) ek (6) ИНВЕ ml , 径 向 波 函 数 X maa, 
= X... * 上 述 升 . 降 算 符 的 去 示 式 容易 延 古 到 то. Е, C 


等 符 形式 不 变 , 而 4 与 B 算 罕有 下 列 关系 ， 
A((- m) t Nt) = Blmt NA), 
或 BC m) k N A) = AGCm 1 ,N+ ), 
ACL- mt, Ау) = Bímvyv Ny), 
a Bll- т) Ny) = Atm N4). 
HAFAI D, A 
D((- mt, = рт, №), (mæt). (18) 
对 于 m = 土 ], 考 虑 到 Хз, = Жл, 可 J EZ 


D- IAA, = Dy + .N) = 1. (19) 
这 样 . 乒 们 已 找 出 二 . 维 各 向 同性 游 振 子 的 四 类 和 天、 降 算 符 A.B C 
жр 的 表示 式 . 它 们 相应 的 选择 定 贴 和 守恒 量子 数 , 见 表 5.2. 二 
维 各 向 同性 谐振 于 的 能 级 和 А. В.с. 的 图 示 , 见 图 5.2. 


(17) 
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RB(mk NA) ШЫ п + | | n, ж MNM— N+l 
гь 
B(m Y N Y) |m m 1 n, "Hs P -Yl Р 


Cim, + t) 
Cim, Nt k) 


T 
р 1 = № – 2 


О. 


Y 
ЕЧ 
+ 
= 
т 
= 
+ 
з 
5 а 


5.2 DAER m [B] Fr WFE f: tJ НЕЕ НЧЕ ТЇ 


附 录 2 
一 维 各 向 同性 谐振 子 的 答 向 方程 为 (A= M = o = 1) 
а l м, | | 
др? 402 7 р? — | (0) = А„у„\р),А„ = –2Е, 
ya (02 = 0. (20) 


考虑 到 在 o—=0 和 pc->am 解 的 渐 近 行为 中 Q 
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nlo) = е" "^ш, (21) 


Ш ú 98 
а" + (2+1 -2p]m – (А, +21 т +2)и = 0. (22) 
D еге", |: 武 可 化 为 合流 超 几 何方 程 ， 
Заа (аат D G ("+1 Аа) = 0. (23) 
满足 y, (0) =0 МА, nf Жл ОРИ Лр Fa, узр"), 
a m tl бе уш misl, (24) 


ATRAE EOR £ hO Й, HD а= -msn 0,1,2, 
АМА = - 20| т +1) –4п,.ПВЕ н É = ті +1] + 2n, И: 
为 

FE = KE, = (N+ ]),N = 1 了 +2m = 0,1,2.. (25) 
本 征 图 数 为 

Xm (P) -ae ЕС пота 1,0). (26) 

对 给 定 能 级 Ey, т = N,N -2,…,1(N A)R OCN 个 ), 简 并 度 
B f = N+. 


5.3 径 向 Schrödinger 方程 的 因 式 分 解 ' 


中 心力 场 了 rn 中 ,粒子 的 径 回 Sehródinger 方程 可 表示 为 人 = 
M = 1) 
D(1)y (r) = Мук}, A=- 2Е 


d Ki 1) 
r 


DUD) = ал — 2И(тг). 


А Lu Y Б.а Y A, Zeng J ү уа. len. 1997 , AT3L 9. 
. 57 ` 


定义 与 角 动 量 i 有关 的 升降 算 符 ， 
{+1 


А, (ЧЧ) = 4 - К,Р), 


(2) 
A (= © Egr), 
大 六 站 与 有 人 站 待定 .容易 验证 
А. (+ DA, (0) sip ALD taU LDI 
+ hr) к,г) -ga 1, ni 
+ g(1 + 1, КИ г), o 
Z -UD + [FI - l.r) + (4, 01 


+ 40.0) + [FF — Lr) -= g(r] 


A. (1- 1)A. (D = 


оно. 
为 对 径 向 方程 (1) 进 行 因 式 分 解 , 要 求 
A (+ DA, (0) = РО) + e (1), 
А,(1—1)А_ (D = РО) + e,(1), 
c1 和 c, 与 7 无关 ,待定 .比较 (3) 与 (4) 式 ,可 得 
Рт) =— gll+1,r), (5) 
— 2V(r) + oii) = ЗА оли, 7) ) + ya, г), (6) 


(4) 


= 2000) + al) = WU ЭЭ одр) £ 


-fl -1,rř. (7) 
假设 V(r) 与 1 无关. 在 (7) 式 中 把 1 换 成 (1+ 1), 然 后 与 (6) 式 相 
减 , 可 得 出 
WED ощ), aD = Yle( ~ G+]. (8) 
积分 ,得 
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Al,r) = асе + Б), (9) 
БИМАН Е (9) А (б), is 


2V(r) +2600) +l wr _ 2a(D 6 Dr 


= 51900) + cl + D] 2900) +Q. (10) 


要 求 无 论 对 什么 1 和 在 任意 点 r 工 式 部 成 立 , 这 意味 着 与 ?无关 
ШК 站 ) 只 可 能 为 下 列 三 种 形式 之 一 , 即 


(i )V(r)oc1/r,( j Vr) ост, K ær, (11) 
现 分 别 讨论 : 

Сі) Се) оТ, 

由 (10) 式 可 看 出 ,必须 要 求 all)=0,b( = 1⁄(1 + 1). ЖЕ 


(т) = -17r ВЕ Coulomb „Р b(1)=1⁄(1I+1).H(8) 
起 ,得 e (1) = с, (1+1). ВН (10) 36, 1 с, (I) = -LI + 132, 
el = - 1⁄P (10). xit, пр 


d i +1 1 
А,(0 = dr r tll’ 
d і 1 (12) 
А (0) = а + | CE >= 0) 
HO 式 化 为 
А (1+ DA, D = DD- (1), 
(13) 


A. l- DA (1) = D(I) - 1⁄P. 

事实 上 , 利 几 (12) 式 ,直接 计算 也 可 得 出 (13) 式 .利用 (13) 式 ,不 难 
证 明 

DODLA,- Dax] = AAG- Dys 

РОТА CE + Dl = MA (Ct + Dya. 
出 上 起 可 以 外 出 ,4 ,(4.) 的 作用 足 使 其 子 态 的 角 动 量 1 增 ( 减 ) 
1, 但 保持 能 量 不 变 , 所 以 4, 与 4_ 分 别 为 角 动 量 升 , 降 算 符 ( 详 见 
§ 5.4). 


(14) 
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{Ci ) V( r) c r° 

出 (10) 式 可 看 出 ,要 求 001) = 0,a (1) = 常数 {与 L, r EJ X; 
K AABRAM, a =l, T V( r) = /24 $ l |a) PF T З 
+), а) = жі. 

all) = +1, 相 应 的 升降 算 符 记 为 4.， 


а {+1 | d ç i 
A.G) = 3; 7 tr, A (I) = qç + or (15) 


а) = 一 1, 机 应 的 和 开 、 降 算计 记 为 B,， 


B,D s ÈH n в Datar (1б) 
这 已 在 85.1 详 细 讨 论 过 了 .此 时 ,(4) 式 化 为 
А_({+1)А, (2) = рО) + 21 +3), (17) 
A. G- DA (D= РО + (21-1), 
B (i+ DB, (DD) = DKD - (21 + 3), 
(18) 


B (1-1)B (1) = РО) — (21 + 1). 

ARGS, (16) 2 ҤЕ St th Bj $. (17) 31 (18) 20. 19017), 
(18) 式 和 (1T) 式 ,可 以 证 明 : 

DDCA, E= Dyal = Car + DA, G= Dys 

РОА (I+ Dx] = (А, DA (1+ DZ 

РЕВ, (1-1) = (А, —2)В, (1-1)у, |. 

D(D[B (I+ Dyn ] = (А +20В_ (I+ Dya- 

由 9),(20) 式 本 以 看 由 , 算 符 A. (4A) 的 作用 是 使 角 动 量 增 ( 减 ) 

1, 同 时 使 能 量 减 { 增 )1 ,而 算 符 8,《{B.) 则 使 前 动量 培 ( 减 )1, 同 时 

使 能 量 也 增 ( 减 针 . 利 用 算 符 4 和 五 ,还 可 构成 另外 遇 类 升降 算 符 
ЄС 和 和 也 .这 已 在 §5.] 中 讨论 过 了 . 

(ШЇ ИС) os r 
由 (10) 式 ,要 求 a(1)=0,b(1)= 0. IL Bf r 6 FE ñi 
– Заб) Сута МЕ О, ВИ V(r)=0. 因 此 线性 势 Vr) < r 是 不 
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(19) 


(20) 


能 进行 因 式 分 解 的 . 
Виа Гай. 只 党 г) 3 Coulomb% ЗА їн] ЕТ T 


w ът т п m h шт 5 ъ= ът т ъъ = Ff ав 388 т WG + кж E R я 


HA HRR 值得 注意 iz apas , “ИР 0, 之 外 ,者 
具有 一定 的 动力 党 对 称 性 {Coulomb 势 的 束缚 态 , O, 对 称 性 ,二 维 
各 向 同性 谐振 子 , SU, 对 称 性 ) ,以 及 由 之 产生 的 ( 除 第 动量 之 外 
的 ) 新 的 守恒 量 和 能 级 的 了 条 并 性 .上 述 结论 还 俩 人 想起 经 典 力 学 
中 著名 的 Bertrand 定理 5,“ 只 当中 心力 遵守 平方 反比 律 或 Hooke 
定律 时 , 束 刍 运动 粒子 的 轨道 才 是 闭合 的 ”. Ж ЖЯ ж [а] у ШЖ 
刻 的 联系 .7]1.8]1. . 


5.4 三 维 氨 原子 "1 


AMET PRETE Coulomb # TIr)= -er 中 运动 . 径 向 方 
(А = M = e = 1) BJ 90858 


D(D y (г) = Ay (r).À 2E 
2 (1) 
DC) = TE aan, 2. 


定义 与 三 有 关 的 升 、 кина $ 5.3, 式 (12)) 


¿+l 1 
AD = Hay 


(2) 
A (PD = 2. р — BU > 0). 


直接 计算 容易 证 曲 

сез K Goldsiein. H Сї} Mechanics, 2nd. ed. Massachusetts: Addison - Wesley, 
Reading. 1580.93, App A: Bertrand |. Comptes Rendus, 1873,77 .B40. 

[7] Lai Y F. Hno W ] Zeng] Y. Phys. Kev., 1998, ASS. 


[ЕЈ Wu Z В, Zeg J Y. 1. Math. Phys. . 1098,39. 
[9] AERE, SITE . 物理 学 报 ,1997 46:471. 


161 


А_(1+1)А, (D = рО) -1/(1+1)°, (3a) 


А, (1-— )A_ (ID = DCD - MP ,CI > 0). (3b) 
kE nT J HF BH О 

DIDLA, G = Dyal = AnA, G- Dyis (4a) 

РДА (E+ Ixy] = AmA G 10у: (4b) 


由 (4a) 式 可 以 看 出 ,如 x ;是 五 好 -1 的 本 征 态 ,本 征 值 为 4,_1， 
ША, (I-l)y e РОНА, Ei A... . INI. A. E 
ЕЕЕ HE b B 38: A 1, B t Fp SE В ЖЛЕ. 类似, 从 (4b) 式 
可 知 , 算 符 А 的 作用 是 使 i 减 小 1, 也 保持 能 晤 不 变 . 所 以 4, 分 
ЖКН sh ЕЛ , 降 算 符 . 见 图 5.3 所 示 . 
求解 径 向 方程 式 (1), 在 束缚 态 条 什 下 可 求 出 气 诛 子 的 能 量 本 

ау tio) 

E = Е, = – 12252 ,n = L+ n к1п = 0,1,2,., (5) 
{е т PS 50 

Хь ~ ге р n 2 252101 п + 1)), (6) 


Хы ~ Ле ”"Е(-(а-1—1),21+24&0,&, = 27, (6) 
л, Же [бй ВЕНУ АЙК = 0, н РК), a 为 主 量 - 广 数 , 能 级 


CEJ JA. (DEER Y (За), PHU D4, 4% 
A, (DA (I+ DA, Су = A, СРС VOZ + 1521, 
=l = {i + Y ]A, C) y. 
把 l-i- 1.18 
A, E= A (А, LE = Dga = lAa ËA, (4 0) у. 
再 利 船 ({3b} 成 :得 [0(1Ту-1/Ё]А,(1-1)у, = (А,—,-1/)А,(4-1)у,_,. 
其 DA А, i- Ihya SAn ALC- lY (4) 
ЭЕ АГЕЕВ СА). 
[ 0) ват ATAF í JETP НАЕТ, 1997.273. 
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Е. BRS HIE =D0,1, ,nn 一 1), 信 并 度 为 n. 
由 于 算 符 4 ,不 改变 粒子 的 能 量 , 所 以 可 改 记 为 
а {+1 1 
– —— + 


А.) ж AGi.a) = r l+ 1° 


(7) 


а, 2-| 


A (D AG.) = E + (00). 


根据 答 问 流明 数 的 表示 式 (6') 及 合流 起 儿 何 明 数 的 弟 推 关系 ( 见 
附录 1 及 附录 3), 可 以 找 出 另外 二 类 升降 算 符 的 表示 式 : 


кыз+ й-б. ы 
B(I,n v) = [58 67 ам). 
ССІ уа) = + DaD ж е - 
О + а +1) арр) м —— ， 

г | (=) (9) 
cy ond) = {in D+] ++ 
各) 

DAY at) = [[Ка+1)-т1-® + —— 
PED -os 人 
(10) 
D(IÀM аф) = {С Da- -re 
G IDn Эу, Í ju), 
HE MELA 
М\Е)}(\х) = fikx). (11) 


还 应 指 汶 ,只 要 知道 了 四 类 算 符 中 任何 两 类 的 表示 式 , 即 可 利 
用 它们 去 构造 出 另外 两 类 算 符 的 表示 式 - 例 如 ,可 以 证 明 ,利用 (7) 
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和 (8) 式 可 求 出 B nyA YV n), 除了- -个 常数 因子 外 , 即 {9) 
AHR CO Y my) 的 表示 式 ， 

ARTANA ERREAREN TEET, HATE 
5.3. 


ВЕУ 


А.п) 
АСФ, л) 


Bil.n*) = i пжл, + 1 
В.п 4) = 1 


Саф) |1——1{+1 
CT nq) |iP=1-1 


n." n. пп + 


m *n-l 
n, кп, + 2 R =n + 
m n, — 2 nn-l 


根据 算 符 4 的 选择 定 则 ( 见 帮 5.3 引 以 及 n 的 极 小 值 为 0, 可 
知 4(7 Á sn) yu -0=0, 0 


а 了 + 1 . 
а тат) ао) = 0, 


— 
кп, 


Ditt nt} |í =1-1 
D(IY пж) |i—1+1 


п n — 1 
| 
a*n l [a= n 1 


和 解 之 ,得 

у об) _ ы ЧЧ), € 
这 是 (6} 式 的 特例 (n, =0,1= n- r, WAGE). 对 (12) 式 依次 
AG(IY.n),AGGI-1) yon) … 和 运算 ,可 得 出 局 二 能 级 E (п = 维 
DAÍ MAR 1 Yaa To Ya E l= 1,2,3,7) 


ЯЙ, Р] ЙЫН 2 B 4 т] Z РК ЖУ. 
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—1⁄48 3 — — —— È a == {) 
А7 B 
б с 
178 2 — 
^ 
f 
/ 


F. n {==б z— 1 了 一 了 ї= 3 


图 5.3 一 维 氢 原 子 能 级 tj p= TT . 降 算 符 
附 =< 3 


ЖЇН ЕН JU af Pa СВОЕ ИЕ K RAR Е 1) 可 以 证 明 


[atx 2 (а, Узх) = оЕ(а+і,у;х), (13) 


[00-а ж) +а 0 Fle, Yi х) = (у-а) Еа ~ 1, Ух), 


(14) 
[(а+а)-(у+х)-]Е(а,„у:х) 
„Уса с> Yt FG. yta), (15) 


осу ae 
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=(y-1)(y-2)Fla, Y -2;x}, (16) 
[-a+(y- х) |ба, уз) 


= аЗ ара +2,у +238), (17) 
[(а-1)х+(у-1-х)(у-2-х)+(У-2-х)» =] 
Fla, ,yix)=(yY-1)(y-2)Fla-2,yY~2;x). (18) 


利用 径 向 波 函 数 表 示 式 (6 ) 5013) — (18), НИЖНЯ. Я 
符 B,C 和 DD 的 表示 式 (8) 一 (10). 


5.5 ZSE” 


二 维 氧 原子 (V(p) = - evp) 的 能 量 本 征 态 可 取 为 守恒 量 完 
ñ ‚а ра У 
e| A, L= -ih 部 } 的 共同 本 征 态 , 令 


= е m = Ü, + l, +2, (1) 
ЕГ 
y, ( 0) WI E £ a) Jy E 
Ю(т)у (po) = AP) A, = – 2Е, (2) 
D(m) „б, + т _ 2 


dp 4 р р 
d СГ —1⁄2)( | m| + 1⁄2) 2 
o _ 2 


2 


dp P p 
它 与 三 维 氧 原子 的 径 向 方程 很 相似 (参见 $5.4,(1) 式 ) .利用 二 : 
JETRA XAAR Kit ml -2)(| mi 
+ 172)) ,容易 给 出 一 维 氢 原 子 的 有 关 人 公式. 当然, 直接 从 径 回 方程 
(1) 击 发 ,也 可 得 出 同样 的 公式 , - 维 氢 原子 的 四 类 升 . 降 算 符 的 表 
(тео 情况) 如 下 、 


d т+1/2 1 
Amt n) = + Cp +m 


“ i66 ` 


Amin) = 0 2 з, 9) 
Rím, n$) = [ej -tT „]м{—]). A 
Bimny) = [оа 2 Ma 

С(тћ,п А) = {in DaD 2 
-DD л. т 12м), 
сб}. [to Oa Dr 
+ Dm ja) 
D{my,n*y) = (1б -12a +D- о] + 2 

+ — - n - m + 1215, + i): (б) 


D(m ,ny) = [IO + nD оја з 


— а -1) L 
考 虐 和 到 径 向 方程 (2) 中 只 会 m 网 绝对 值 ,所 以 Yona Ynn 
上 列 会 式 容易 推广 到 mat В, P Н 的 表示 式 不 变 . 算 
fF A 满足 下 列 关 系 式 
ACÍ- m) n) = А(тў п), 
AG((- тм) фп) = Ат п). (7) 
而 算 符 C 和 DD 变化 如 下 : 
CA m)t.nt) =- (в фп), 
С((- т) ж ве) = – Dlmt ni), (8) 
D((—m)y.nk) =- Cm ,nt ), 


љо + m + з}и(—® ) . 
п — 1 
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Р((-т)*,п#) =- C(myY .n y). (9) 
RA A BC 的 选择 和 定 册 及 守恒 量子 数 , 归 纳 于 表 S.4 中 . 
图 5.4 纵 出 了 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 及 四 类 升降 算 符 的 图 示 . 


表 5.4 

HERA {ҥш T 38 
A(m # ,n) 
Аба t .n) LACET 
Bim,nt) | 
BÚm,n +) m 
Сїт # na) | 
Climy ,ny) 
Юл ул 

(m+ №) larim, 2il a 
Dm ny) 

E=0 To шз с>? п=з- m=? т] Т0 

一 人 25 5/2 

— 219 3772 


图 5.4 409 РВЕ 与 四 类 升 , 降 算 符 
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附 ж 4 


THERRET (V(o)= — e Vp) 的 径 向 方程 (= 并 =e =1) 为 
| 里 m2_-L4 2 
z 2 + 
do 8 e 


PATI, = А.у, PAn =-2E, (10) 


Xm (0) = 0 
考虑 到 p>0 与 po 处 y (RNET H, IE RASCE <0), 
可 以 令 


talo) = р" 2 ^ш, (11) 
MU) u E 
ои” + (2|т|+1—2/ Anpu — [(2| ml + 1) A, - 2]u = 0. 
(12) 
令 ESL Sano M| КИЕТШ ДЫЛ, 
Em = 0. 


(13) 
EE о-о ФТ АУ У и F(a,y;é)， 
а = |m| +1⁄2— l VA, Y =21т|+1. (14) 
为 保证 束缚 态 边 条 件 , F a, yi Е) B 280, BB SE ЖК a 
= - mm=0,1,2.…: 亦 即 V A. = (| m! + n, + 1⁄2"! . BN P) BB E 
本 征 值 为 
Е = E, =- 1⁄2 n°,n = |m|+ n, + 1⁄2 = 1/2,3/2,5/2,. 


(15) 
{2 [в] 28 ра ЖС 93 
X imin, = FP п„,2 im |+ 1;2р/п). (16) 
能 级 E, 的 简 并 度 为 六 =2r=1,3,5,::", 
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| 谐振 于 的 相干 态 


相 于 态 的 研究 最 早 要 追溯 到 Schödingerl926 年 的 工作 [11. 他 
发 现 谐振 子 存 在 这 样 :~ 种 状态 , 它 展现 出 的 运动 性 质 与 经 典 振子 
很 相似 .在 此 状态 下 ,谐振 子 的 能 量 平 均值 (零点 能 除外 ) 与 经 典 振 
子 能 量 相同 ,而 坐标 和 动量 的 平均 值 ( 即 波 包 中 心 的 位 置 和 动量 ) 
随时 各 的 演化 也 与 经 典 振子 完全 相同 ,并 且 波 包 不 扩散 ,AxAp = 
/2{ 取 极 小 值 ).Sehridinger 最 初 研 究 这 个 问题 的 意图 是 概 探 讨 量 
子 力学 与 经 典 力 学 更 深刻 的 联系 .他 在 给 Planck 64 fE Р ! 2 ДЕ. 
他 的 目的 基 要 找寻 局 限于 空间 一 个 小 区 域 中 的 不 扩散 的 波 包 , 它 
在 任意 长 的 时 间 内 的 运动 与 经 典 粒子 完全 相册 ,对 十 谐振 子 ,这 种 
状态 他 已 找到 了 ,就 是 后 来 人 和 们 称 之 为 相干 态 Leoherent state) 的 特 
殊 状 态 , 届 还 写 道 :“I believe that it is only a question of computational 
skill to accompanish the same thing for the electron in the hydrogen atom. 
The transition from microscopic characteristiec oscillations to the macro- 
scopic “orbit "of classical mechanics will be clearly visible.” 然而 ,在 类 
AET HAERE Keper 轨道 运动 的 永 不 扩散 的 波 包 ,迄今 尚未 找 
到 .但 近年 来 , 随 制 备 Rydberg S SEET% = 的 能 态 ) 实 验 工 作 
的 突破 ,这 方面 的 工作 已 取得 可 疯 的 进展 131. 


Ll] Schrödinger E. Naturwissensehaften, 1926, 14:654. 3% Collected papers on Wave Me- 
chanies. New York: Chelsea, 1978. 4}. 

[231 Pizibam K. Letters on Wave Mechanics , ed. Lendon ; Vision, 1967. 10. 

(3) 例如 ,参阅 ;Nanenberg M, Stroud C, Jeazell J. Scientific American, 1994, (6) ; 
2А. 
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在 名 年 伐 ,相干 态 概念 被 广泛 应 用 于 量子 光学 等 领域 ， 
Claubert4X 首 先 提出 “相干 态 " 这 个 和 名词 ), Klauder 和 Sudarshan 
等 ?广泛 地 应 用 相干 态 来 处 理光 场 的 相干 性 质 和 光子 统计 学 ， 
在 Dirac 的 经 典 辆 射 场 的 量子 化 理论 中 , 空 窖 (ceavit) 中 的 电厂 辐 
射 场 往往 表示 成 简 正 神 式 {nommnal modes) 的 选 加 ,辐射 杨 被 看 成 无 
穷 多 个 谐振 子 组 成 的 体系 ,而 辐射 场 的 状态 就 用 谐 综 子 能 量 本 征 
访 上 的 光子 数 填 布 情况 来 描述 , 即 occupation photon number repe- 
sentation,《 简 称 number representation ) .但 后 来 发 现 这 种 表象 不 大 适 
合 于 描述 辐射 场 的 涉及 相位 和 振幅 变量 的 现象 ,而 用 相 于 态 来 描 
述 趣 比较 方便 .相干 态 本 身 是 无 穷 洛 个 光子 数 本 征 态 的 一 种 特殊 
的 相 二 选 加 ,易于 展现 光 - 广 之 同 的 合作 行为 {cooperative behavior). 
尽管 相干 态 已 经 有 如 下 广泛 的 应 用 ,在 一 般 量子 力学 教材 中 却 很 
少 提 到 , 较 系 统 的 介绍 往往 只 能 从 一 些 专著 中 去 找寻 .下 面 为 量子 
力 字 的 读者 给 出 相干 态 的 初步 的 和 较 系 统 的 介绍 . 


6.1 Secvehrüdinger 相干 态 


考虑 在 谐振 子 势 V(x) = Kx 72 中 的 粒子 . 设 初 态 为 
MERU. — ТАЄ _ хы) — a p e aA (1) 


а = Y morh, w= Kim, 
波形 与 基态 波 函 数 相似 ,但 中 心 不 在 谐振 子 势 的 平衡 点 (x = 0), 


„41 Сапег R. Phys. Rev., 1963, 132: 2769, Dewit C е. al. Quantwn Opties ani 
Etertromics ей. New York; Gonlon S. Breach, 1964. 

15 ] Klander J R, Sudarshan Е G С. Fundamentals of Quantum. Optics . New York; Ben- 
jamin, 1968. 

16 1 Howad 5, Ноу 5 K. Coherent states of a harmonie awillar In: Ат. J. Phys. , 1987, 
55:1109, 

[7] Klauder ] К, Skaperstam B. Cohereni stages, Singapore; Wadd ScienUfie, 1985. 

(1 Ж ЖИ .最 于 党 学 .北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,1390. 
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ES ‚ШЕ ЖИЙ ЖАЗУ Б КИНЕ ЖЫ. TAER 


= -уз 1 


pix, 0) = фб — xo) = > Тү?” (2) 
* п! 


式 中 
plx) = Ne NCE), (3) 


N, = [av 2 пі, 


[ 注 ] Ë yla,0) = > Ca л), WH 


с, ЧЕКЕ 


Na? pe 2 ‚2 
= ш ” | de FAH, Eje tii га (а) 


AREWA, AA Hermite Ж ЛД, ЕЁ ря 38 
ст +1 = у! H, CE) a 


n! 


T= 让 
可 得 
| 24-02-60 У; OEC ROTES a ib} 
- = a 下 -# 
上 式 左 边 引 直接 积分 ,得 


авер - Ге - 2s +42) - - 8⁄2) 
= epi (s + G0/27 э5- 8⁄2] | аве наа)? 
= mexp[ £, — 844] = еа У) Чы” 
与 (b) 式 右边 比 较 . 可 得 
[аен (еее DERD шк. ae SA. 


代 人 fa) 式 , 可 得 
La = fje ул, x д°- nl, 
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Ë = ах. бу = оху. 


Сх) Жж H —1 и A Pk PB ЖК. АП лу AS ВЕЕ A EAA E. 


(л + 1/2) w. 
因此 ， 


TEDERI 
经 过 计算 如 得 7) 


a” 1 
Фф х,1) = тя ` exp| 一 566 一 совал)? 一 


{21 
i[ 2 tot + ĉe ~ sinet 一 F sino) - 


所 以 59; 


] 


9] рга. шишин. Mecheras Эт]. ed. New York: McGaw Hill, 1068.74. 


К HB,( £) Í 2 Боек) 


а 
7 - rut 
= а exp| 一 s= "š 一 босох — | a + ЁЁ 一 
т 2 


(4) 


(5) 


= a- | - 
+ Дуние 一 а мидан) 


[ 注 ] 
一 ° САС 1 
par) асн) e SC S у гон (ее шы 
п-0 v 2" -al 
a a al? =, 
= exp[ = шм — EE — СА | Ta 
利 月 
` ] Г. " 
> -He E 0! “) 
-9 " = 
аб 
= exp| - = сое + 5 
| _ -g ie T 十 中 “ж J 
иі 
132 a a1 
т, _ а . оў Ё тр L^ а А-1 
Хбх.) = “eu | 15-75 — 7u Фон к Eafe ‹| 
12 3 
а £- 1 : 
= “ex - > -y os mt + багам 一 ( mt 
„2 


l 
4 


2а ) | 


“ 473 


PEDIH == Kamala (6) 
与 
2 (7) 


比较 ,可 以 看 出 ,| gtx,t)|? 是 一 个 振 萝 的 Caus 波 包 ,波形 不 变 ， 

不 扩散 ,振荡 频率 与 经 典 谐振 子 的 自然 频率 w = w K/m ЖАН], 

幅 为 xo. 波 包 的 运动 图 象 与 经 典 谐振 子 的 振动 极为 相似 . 
Schrödinger 相干 态 42) 还 可 以 用 平移 算 符 D(xo) = e oP 


(5 = -到 好) 作用 于 基态 波 函 数 加 (x) 面 得 击 ， 


Фб 一 хуу) = D( xo) gol x) = Cal Dlx lo. (8) 
利用 
Í mwh + 
р = iaj у la a), (9) 
а 与 和 分 别 为 声 子 产 牛 和 淹没 算 符 ,于 是 
= eote- 0), 


| тв 1 (10) 
А = ro = = 730% = = pe 


анвон , (8) 式 ) 


А+В А E —|А, s] 
e = f её E 
K[a,al] = 工 ,可 得 
et- | OY = оа. eto e doe | 05 
= есед | 05, CH al0) = 0) 


„езе; 2 (a )° 10 


А; 
-edd 29 |a), (11) 
S ¿ni 


AP 
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(anlo) (12) 


ln) = 1 
vn! 
是 谐振 子 的 归 一 化 的 第 n ARA BE, 
(x — хь) = (x | eo "|0) 


ул? ` Ао 
一 > гурба) 
-> = TADI (13) 
此 即 (2) 式 . 
EETA ар ,谐振 子 相 干 态 表示 为 
А) = еке 90 |0), (А = axo V2 为 实 ) (14) 


利用 本 章 附 录 (5) 式 ,[e ent 0] = 4, еб"! о ,可 得 
alig? = aente -10 = Ме" =a) O) = АА}, 
ВИ Л 2 а MEES, EIEE Ao, 
Ao) = АА). (15) 
我 们 知道 ,利用 产生 和 漂 设 算 符 ,谐振 子 的 Hamilton 量 可 表示 
为 


й = {аа + › Jio. (16) 


EM aA], а 的 本 征 态 ( 除 真 空 态 外 ) 只 能 表 成 吾 的 若干 
ЖЕ йк ПЧ ЖЕЛП, PD ЛУ ДЕЛЕ Дх. BR ЖЯ ал) = fn ln -1), 可 以 断 
ЖЕ а 的 本 征 态 只 能 是 无 穷 多 个 完 态 的 某 种 相干 琶 加 . 令 


|А? = У) ca n), (17) 
代入 (15) 式 ,得 Е 
У) С. Чала — 1) = АУС, 1а). 
Ze, m 一 1| в и 
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С m = À Са n 


由 此 可 得 
А0 с. (18) 


А 
C. = Ga = С” = уң 


再 利用 归 一 化 条 件 > | С, ‚ 可 得 


| C, | ЎА oln! = [Сео 1 
所 以 І 
| Ca < elal, (19) 
取 C, Е, ШН РАА 可 表示 为 
ào) - eal AN 25 1. (20) 
在 坐标 表象 中 就 是 (Au ard 2 = 6,412) 
x lAo? 一 ДЕ; 一 Xy) 
-e у, E (а). 
-0 v2 ` n! 
谐振 子 相 于 态 的 人 性质: 
1° 利用 
|| Í ma . D 
@ = Бу БО +! -T |. (21) 
h {at - a), (22) 


_ -下 + ) _ Í то 
TN Ima о РЕХТ 


x° у — (аъ a +2aa + 1), 
p= mah a7 а + Хаа ~ 1). 
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А, TEH T 2 | Ао) КЕД, 为 实 ) 


e= (Br д} рш, P= уто, 


2 me = (А5 + 1) во, gp = hod, 
动能 平均 值 与 势能 于 均值 之 和 为 (A+ 1/2) һе. Ë ЖТ Я. Hamilton 
арен 


所 得 结果 相同 .此 外 ， 
Ax = [x - х2] = vi/2mw, 
Ар = [p° — p 2] = V moo/ = mAx， 
Ax + Ap = А/2, (23) 
И AS WE Ж Z VFA АТК. В. pk де ХУ Л tH НУН, [А АН ЖИЛЕ E 
与 基态 内 (xz) 碍 阿 , 波 包 又 不 扩散 ,所 以 与 基态 相同 ， 
Ах*Ар= В/2. 
2° 5 М=а!'а(т ТЖ ЭЙР), 
Ё? = [ № N +2) hw, 
№ = alaa la = а?а ta'a. 
EH ГТА) Е, СА X) 
N = А. Ms AtA, 
АМ = [M А212 = А, 


ANN = I Ans (24) 
— (зо, ，， р. 
Н = [M N 2) = (авола г), 


АЕ = [52 - НТ? = Аһ», 


+|— 
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ЛЕ/Н = 一 Ào 


1 ，、 
二 1⁄2 = iA 1). (25) 
Ü 


对 二 宏观 谐振 子 ,4。 = z> ,上 式 是 成 立 的 . 


6.2 潭 没 算 符 的 本 征 态 ,相干 态 表象 


上 市 已 提 到 ,谐振 子 相 十 态 可 以 表示 成 


140》= е |0), (Ao = axo VZ HT) (1) 
并 证 明 ‚үл ДЕ уе {ТӨ ЕЗҮН ЖИЕ, КИЕН ào, 
a |? 一 Aol Aap. (2) 


考虑 到 а 并 非 厄 米 算 符 ,其 本 征 值 强 以 为 复数 ,我 们 不 妨 把 它 解 
EARR A 平面 ,定义 相干 态 | 为 a WAER, 


а|Аў = ААУ, (А 9). (3) 
不 难 证 明 ( 利 用 本 章 附 录 (5) 式 ), |4) 可 以 表示 为 
|А) = D(a)|0) = em *[0). (4) 
这 个 结果 也 可 以 如 下 得 出 ; 今 
АУ = f(al)|0> (5) 


PEREA, La, flat) =L fla) Ж a10) =0, 有 


а (а?) 0) = i10) = MaD10) 
所 以 
(S -afal = 0 (6) 
显然 


Ка) = ей“ (7) 
FEE (б). ЛТ ТАУАР 
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LA) = Ме |0) 
№, 为 归 一 化 常数 . 利用 附录 (8) 式 ,ee = eetet”, 
Ala) = мое зе 10) = |А, 1201ге" 9 
= Miel olee 10) = |N. е А = 
所 以 А =e 12122,8 м, 为 实数 , 则 
ПА) = ea е | 05 


-el ЭЭ aa” el: TAS -六 (8) 


但 注意 la) =e* 并 非 么 正 算 符 .基于 (7) 式 ,可 以 把 (аз 


ZES D(A)=e* U РА) = D(- AY, РА) РКА) = 1, 
党 相干 访 为 


АУ = Ю(А)|0У = e- °|0) (9) 
EELDA. MER E, ТЕЕ СЗ), ЕН Bs 4— kE B), BEFA) 
也 ,同样 适用 . 


+ ж ххк ж о + 


HTSA 35 F ТЕЛ; 


к вк т т + т F т 


利用 (8) 式 ， 
(А1) АУ Allm) 


seth 12У) Qp y)" = [ЧЇ e 29 a (10) 


i {alel = ет 1А Анд кеде" _ eae 
`j ze À BJ. — А | CA 12) 12320, Bl | à 25] 7 不正 奖 .但 当 
А -> 交 1 时 ,它们 的 重 登 积分 很 小 .换言之 , 若 用 复 4 平面 上 一 
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点 来 描述 一 个 相 于 态 , 则 当 两 点 距离 尘 1 时 , 相 点 的 纲 个 相干 态 近 
{RIE 4. 
2 KENKA 
nJ HE HH 
1 А 
ТАТА = 1 (11) 
AP ФА = (Вел )d(ImA ,如 采用 极 举 标 尖 = Alet, o ЖА Н 
ЎН, аА = 1a1idia1ldw. 证 明 如 下 ;利用 (8) 式 ， 
[yQ 1 = X tml. [узсе ТРА 
nm м nl m! 


| 


= a 2r 
_ у) lanl арена Ра АТР оочер 
Ft. m т ` 


nimi +0 
s _ a 
=2т >, та д [2а Атаја | 
л “ D 


=т^;|п)\п| = x. (12) 
因此 , 任 和 一 态 | фу ЕЧ и] HHH T| A BE JE, 
|g) = | АХА УДА (13) 
> шз 

首先 证 明 ,, А» ЕЛЯ У ВУ. 2 m 为 任意 非 零 整数 , 则 

т! 2, _ N Ау аас | „= Ил+тїр 

а АФ А = 2, F ЕЯ ет А! аА, Яфет!" 
=0 (14) 


(РЧР n ЕА АЈНУР e fi t). 
因此 , 任 一 相 于 态 1 10, 总 可 以 展 并 式 ({ 见 (10) 式 ) 
|ы} = Liia |а) ФА = рде ПА. [e| 222 А. 
(15) 


ШОКАН ТАСА 复 ) ,是 超 完备 的 .所 以 | 4); 的 一 个 于 集 就 
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可 能 构成 一 组 完备 基 . 例 如 ,1 АСА 实 ) ,就 构成 一 组 完备 基 . 
又 例如 ,让 |4| = r( 固 定 值 ),4 = re*( пу ак), Вр А 限制 在 复 4 
FAAEA r 的 图 上 , 则 相应 的 相干 态 ( 见 (2) 式 ) 的 积分 为 


[Te dp Ca 为 任意 非 负 整数 ) 


_ `x | т?т? (т-ту 
= > d 
š n =Ü “п! Fle P 
-Inre 2 т) ml 
所 以 


|m) = (2п) !r m ЧАМ Ауе" аф, (Д = re”) (16) 
这 说 明 ;1X| = (ШЖ) ERALA ,| .小 己 足以 描述 谐振 了 的 
所 有 了 能量 本 征 态 ] т) (п 为 非 负 整数 ) .而 谐振 子 的 企 - - 基 子 态 均 
可 以 用 站 mm)1 展 开 , 因 而 也 叮 以 用 {14) -小 展开 . 
类 亿 ,任何 作用 于 谐振 子 Hilbert 空间 的 算 符 4, 也 可 以 在 相干 
态 表 象 中 表示 出 来 ， 
А ==” АУА 1А а) Са Ан. (17) 


Ан ТАРА SE АВ, Br M r 3k L NIE -的 .利用 展开 式 
(8), АА 1a 可 以 用 <n А|т>Жжл tH Ж 


Ulale = ee ыы "н". (18) 


т.т = 


设 *=14|my 古 行为 规则 的 函数 ,可 以 定义 ЖАРИ РА Ж (еп- 


tire functiony 


ы 


АКА) = >) Valmala lm) ® |, (19) 
nm п.т: 
ШШ 
CA JA le) = AŽ и)е на. 
АСАН) 34 4 BAHTERA. Ы рК ( n 1 A | m BJ ВЕРА Ж 
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( generating function) . 
(АТА jz) 的 对 角 元 为 


(alAia) = АСА", Ае 1А 
- У) та 
(20) 式 的 Taylor 展开 系数 为 
УпЇт1&в|А|т) = (52) (эу) (141a)el l ho 
这 说 明 АСА", о) НГ РАШ ЖРГЗ АСАТ ,) 导 出 ,这 反映 相干 态 基 
是 超 完备 的 . 


oll (об) 


6.3 FE 缩 ILA 


相干 态 概念 还 可 以 推 上 . 考虑 声 子 的 产生 和 漂 没 算 符 的 线性 
EM E Y PLA 81 УЬ, 


+ + 
b = Аа + vz, 


b = Аа + val, ч) 
АД ,А" — ° = 1. 
容易 让 明 ， 
[B85] = CA- 0) [6,07] = (а, а] = 1. (2) 


从 al e 一 起 ,的 变换 是 一 个 么 下 变换 . 与 Bogoliubov 的 粒子 - 谁 
粒子 变换 相似 МА = 18100 = 0), = al,b=a,b £j b 就 回 到 
原来 的 声 于 产生 和 淹没 算 符 . 
b 的 本 征 态 1B)， 
ble) = 818), (3) 
ЯА — Eb aS] F 3 РВЕ. 可 以 证 明 ,在 此 本 征 态 下 ,谐振 子 
的 测 不 淮 关 系 АхАр = Һ/2 仍然 成 立 . 但 
As = 01А l, 
` 182. 


Ар =a 14 +0], (4) 


与 参数 A Ж 的 取 值 有 关 . 66 A2- 天 =1i1 条 件 于 ,可 以 调节 和， 
的 值 ,使 Ах 很 小 (相应 Ap 很 大 ) MH РАН Е, Ax = м В/2т=, 
Ар =w me 二 /2 是 固定 的 (对 给 定 谐振 子 ) .所 以 算 符 43 的 本 征 态 称 


29 НЕЙ (squeezed slate). 
现在 来 证 明 (4) 式 (aa). 
对 于 谐振 子 ,引进 充 量 网 变量 Q HP, 
x = y ћ/то), р = mohP. (5) 
用 声 子 产生 和 淹没 算 符 来 表示 ， 
= оона _ 1(ат 
Q = 万 + a), Р = >Š a). (6) 
PAEH), 
al = Abi vb, а= Àb — vb‘, (7) 
in „уы 
0 = 万 (4 )(b' + b), 
_ 2 БТС 
Р = zí + (0%! - b), (8) 


0° = +Q - (b rb +2btb + 1), 


P ta tvb rb 2bb 1). 
E ЬЕ 18 F, Cla = 810›,\@1Ь'= E 《8|), 平 均值 
Q = Zì -›)(87 +P), 


[10] 11:86150), ВАА. ATARIA Sao. deR, PA E, 
1948.90. 
" i85 ' 


0? = FA - 00708" к +288 + 1) 
= 10а - vi + (87 + py), 
Pe (А + 1 - (87 - 807]. 
所 以 
AQ = [Ø - Q] = |А — |02, 


АР = [P - P] = |А + v| / 2. 
由 式 (5) 可 知 


Ax = v Атол) = Er mgla 一 >， 


Ар = w то AP = mk |a + y|. 


wI 
Да Ap = $ Jal = А/2, 
变换 {1) 中 参数 1 У ПАА HI. Fe] S Ж. 
b= a~ Ва! 
м lel 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


式 中 吾 相 当 于 变换 (1) 中 的 (yA) .此 处 不 妨 推 ,人 允许 8 取 复 数 . 
(13) 式 中 国 子 [1 一 181”j- “是 为 了 保 让 它 是 一 个 乏 正 变换 .容易 


BF EJ 
[b,b'] = i sla — pa'a- R'a] 


— 1812) = 1. 
- 184 - 


(14) 


АЖ 上 的 真空 态 ， 
8) = 0 
ЕП 
al? = Ba'lB5 
8 可 以 表示 成 
|) = flat) 0) 
102* 为 声 子 真空 态 а1б›=0.Ж ШЕ (4\5, 
Lafan] = G, 
д а 10) =0, 可 得 


aftel = 一 io 


da 
从 (165) ,17) 式 ,有 
aftan lO = ба'уб(а')!0). 
比较 (19),(20) 式 ,得 
Of вату. 


da 
解 出 ,得 flat) ~ ez" 所 以 


х la! 
Б? = Nae? А 


№ AYT -化 常数 . 可 以 证 明 12 л = (т 2)". 


附录 一些 有 用 的 代数 式 


] ВТА, В C. ША, B| = acna"! 


HE 


[A,B] = [A,B] B" + RLA, B] = СВ B| А,В"! |, 
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(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(1) 


(а) 
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把 ж-=л—1,„!/Я1 
[A ,B СВ" + Ва, B] 
fü A (а) {тб , TH 
| A, В = 268" + ВДА, В] = - = ach. 
推论 : 设 СВ) Р B HIRR R, 
[AB] = С, (2) 

{i Uu 

1° (A, l= ACe® (3) 

2° 利用 Boe РЕ PPB e yE TAL AN aa |= 1, 849 

La f aa] = 24, 


[at. f i y w 
al,f(a,a')l| =- з: 

3° Газе? а e] = де е, (5) 
新 以 ае“ 10) = деб т^ *10) 
令 дуе **|0) (6) 
则 аА) = АА) 


д) = ex О О И а 的 本 征 态 , 本 征 值 为 1，. 般 为 
复数 ,14;) 即 相 十 态 . 
£ 2 N=ala,al 与 二 满足 La,ei =1. 和 容易 证 明 
[М,а!] = al [N.a] Z=- a, 


利用 (1) 及 (6) ,可 得 

|М,а"“] =- ma" | N.a s] = та" 
BD Ма” = a"N - ma” Ма = aN + ma". 
由 此 可 以 证 明 


aa = МОМЕ lD: (N — m + 1), 
аа" = (NAINN + 2): (N + m), 


аа" = а!" laqan" = | Na! — {m = Da! ]a"! 
= Ма!" а”! — (m - Dalan 
=(N -m + l)e an 
=(N — m + 1) (N - m +2a tar? 
=" = Ме мъ 10У m +2 (N DN. 


2 ilA,.B]= C mm Н[С,А]=0,[С,В]=0, 


A+ B A B -CA А 022 
е? -eee = esedec2 (8) 


证 
令 КА) = ee (À 参数 ). 
显然 W) = 1,601) = efte" ЖА ЕН 


ЖОАН (З), Де = ед + АС), ВАТ 


чу =e“. (А+ В + АС) = КАХА + B + АС), 


ЧЛ = (А + В + АС)дА. 
对 A 积分 ,考虑 到 CC 与 4 和 8B ДУ H 


fA) - info) = (A + BJA + > Cà. 
所 以 


之 


JEA) = fet 0260 — At | 
Jr. Doles, 
е2 ,得 


| кот 
aldik а Ав -L 
еВ) оета 6. 


BeA, ШАТ 
БАКА) _ e at sac 
令 14=1, 即 得 (8) 式 . 
例如 
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t * + * | 2 
_ 2А _- | 11 2 
1° е? А u = е^“ е ao | | 


21 -| Е.А! A.B] = 
ло А+ В А B ARA _ В А, LEAN _ „НА А ] ,斯 以 


е =ҥ еее 
| 
еге = сее . 
3 ЕНН 
еве" = В+ [А.В + АДА, 811 
+ jr: ALALA, В+ 
证 
A 
+ 


fA) = Be", 
显然 f(0) =B, fQ) =e Be t. А К 


а = еМ(АВ – BA)e?! = еб[А, B]e“, 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
(13) 


S o- емел, B] - [A,B] A) e = eTA, LA, B] je”, 
利用 Taylor 展开 ， 
x 1 а" 
AD fO + >, з)... 
= R+ [А.В + [А,|А,В]] +. 
ЮЕ (11). 
Е. Ap" et 一 (‹ ITS VE 
ef pet = fo Be t). 
例 
1° ее? = u + À ‚е? ве = а — А. 


ef(a,a )e = flasa! + ÀA), 
- J88 。 


(14) 
(15) 


en faa е?" = Ja- А.а"). (16) 


十 a 
2° A D(A) 一 е^ -à ш = е e -a7 Te - 1122 (17) 
+ # 2 2 
D(A)D(A) =e e n", e ете "etla А | | „| л 
= Cl et +8 29 et || :| | л» 


D(A + р) = «+! ед + КЫЕЛА 
所 以 
DIVD(p) = D(à + pe? a" (18) 
利用 DD(0)=1, 可 得 Ю(А)Ю(-А)=1,ЕШ (А) = D( - А) 
为 D (A). 


РА) = D(- А) = еа (19) 
容易 验证 D'(A)D(A)= 1.Br Z |А) = DA), m 
D'(A)|A) = 10). 
3° DCA aD) = a + À (20) 
П'(А)ар(А) = at + À ` (21) 
D'(A а, а) D(A) = fla +à a + A") (22) 
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жж 


71 投影 算 符 与 密度 算 符 


-个 无 自 旋 粒 子 在 坐标 空间 中 的 概率 分 布 密度 由 下 式 给 出 
olr) = ф°{(г)ф(т), (1) 
们 概率 流 和 密度 (无 磁场 情况 ) 33 
ЈС) AAIE V рг) (0) V ф^(г)] 


= JETE COPA) = YP "р" (r)1. (2) 
HAA Sa ФЕ H ГЇ Ай; olr) J г) P ik pR 9 МИ Ар? 或 
ЖАРА ЯВКИ" 
Е НЧ ра ЖЛЕ Pk А ВБЛ дА ЕА Е olr) 
与 jir) EAEn YW Н Ну ЛЕН ЫТ. АТ E ВЕДЕ Ера ЖК. НЕТ. 
稍 邵 伍 细 分 析 可 以 看 出 ,它们 分 别 是 下 列 算 符 在 给 定量 子 态 | Z > 
下 的 平均 值 
P(r) = lrir}, (3) 
K(r) = 5 | | к)(ғ|р + р [бг] 
= э LPDP + pP(r)], (4) 
因 为 


PIPE), Ф) = 1л) ғр) 
= 140) 1? = pfr), 
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(Ф\К(г)\фУ= ССр Стар 19? 
+ Cy Plr Се 1р0] 


= арр (r) V gir) 

- (r) V o" (r)] = j(r). 
Р( к) = |r E — + S S ft. SE WW ДЕШ, U ЖОЕ ЙЕ ( p! 
粒子 坐标 的 本 征 态 | ry yak k ру ЖЯ. ВП, Е | ¿>e 
过 投影 后 为 Pig) = Ск) r) 3: 3: PSC ТЕЗЕ Fü SE 


CAR = | Фар) = 1. (5) 


Э-ЖЕ, 2 PK # — B JJ" НЕ F ЗЕН] ESEA 
ж), 


Fla) = Fola}. (6) 
设 F, 分 立 , 则 以 | am? 为 基 拓 的 表象 中 的 投影 算 符 为 
P. = mm ， 
Ep, = У) 1н) а = SERE). 7) 
此 投影 算 符 在 量子 态 | .下 的 平均 值 为 
{wiP lg) = (ауп) = lal”, (8) 
式 中 
аһ = (alp (9) 


是 | 办 在 1a) 表象 中 的 表示 ,而 | a, 12 表 示 在 | 0535 F ME F Ai 
ЖЕ, 的 几率 . 

以 上 讨论 的 是 与 某 一 特定 的 力学 量 完 全 集 的 本 征 态 相应 的 投 
ХАД. 下面 对 此 概念 进行 推广 ,定义 与 量子 态 | yy(2))( 设 已 归 一 
化 ) 相 应 的 投影 算 符 иН 


f ++ m * “w a E 


р) = lya, (10) 
ВАЛИК 2 ЖЕРЕ СУД | СеО. EA, 
f 
£ =p, (11) 


而 且 
- Di ' 


в? = р. (12) 
如 采用 一 个 具体 表象 ,例如 | а), Д g ЖАҢ ny E 
算 符 可 表 成 如 下 和 抢 阵 形式 , 称 为 密度 提 阵 ， 
бы = (nle(t)| n') 
= alp Gt) | ny = а, ()а (2), (13) 
RARA 
pm = | esf， (14) 
是 在 | y(t)) 态 下 测量 下 皮下 值 的 概率 .如 iy) 就 是 下 的 某 一 个 
АЕ (А), Ш о = Са 1А) ЕА) = Snine = Sa б, 其 非 对 角 元 
一 年 为 0, 密度 矩 阵 成 为 对 角 宪 阵 ,县 对 着 元 北 中 只 有 一 个 元 素 不 
HERRER | naX 已 ,无 简 并 ) , 即 ps = ó ELFAA). 
根据 波 函 数 | y(t)) 归 一 化 性 质 ,容易 看 出 
tro = >` lant = 1. (15) 
利用 下 表 象 的 基 矢 之 间 的 转换 算 符 |n》 ne l, ERRI о 还 可 以 
表示 成 
ФС) (2)! 
2119) (а) е0) аа | 


= 2а, (0а (0) 1а). (16) 
J (13) з жп ( 16) еи Ц, ЯДА PE BJ GERI ATE pm 与 在 
СТЕ F HR F, (К F, (ЭС EE Сг) 
Ш F 483 F. sk F, RRA 0 СЕ (г) а п) ay 28), 
Pa = Ü, 

ESPOT AFE G 的 平均 值 为 

(G= (4:619) 

2, plain Gla Ke 1р) 


T 
1} 


li 


= Par Gta = > Dz G. (17) 
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бо —— rumim ma nasa y, 


= 21006) = 2, (Go), 


БЇ 
(G) = tri oG) = trí бо). {18} 
对 于 G= ЕН, Crw = Кб, Й{ 
(F> = u(oF) = >, la, |2Е,. (19) 
жоо) F ML FEF, 的 概率 为 
PÈ Fa) = tf P, p) 一 tr( рР,), (20) 


AH Р, = | ny(n| ,因为 
Pp = 1л) (пФ) = ао. (9) оС), 
(Р.о) = а, Сеп) (2) 1) 
= а.) pll nI) = laakt) i’. 
密度 算 符 ol) BABE ЕНУ S H Schrödinger 方程 得 出 ， 


От СОАО] 
-= LOO] + lgay R. 
= FUA eW] (21) 
例 1 在 Pauli(o,) 表 象 中 , 求 z, 本 征 态 相应 的 密度 矩阵 ， 
с, 表象 两 个 基 矢 为 11) =( 2) =|. 在 此 表象 中 ,0, = 
+ 1 的 本 征 态 分 别 为 


у Даур 
DEHE ) = H 1). (22) 
不 难 求 出 ,与 z, = +1 本 征 态 相应 的 密度 矩阵 为 
lí! 1 
Р = zl ' (23) 


《例如 ор = 《11 +)( 110) = (105) (112) =1A2, 等 ). 对 角 元 
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ри = ро = 1⁄2 表示 在 о, = +1 BEEST о, = + 1 ПУ КАБ 
是 12. 非 对 角 元 不 为 0 表示 在 a, = +1 的 本 征 态 下 , 测 得 粒子 
с. = + lA c= —1 BJ JLE Э, 

о, ЖЭК, АНТЕ E A H Е 5 


(а a ев 
道 变 摘 为 
(а) 2 оя 


容易 验证 5571 = 1.0, RAP o, = + 1 # ñ 2 +B ЛН ВЕЕ ЕЕ 
(23), Е с, 表象 中 化 为 

afl l. of! Ü 

s4, |5 - (0 И (26) 
这 是 意料 中 的 事 . 此 时 o AMAER, m H H --1-җ A 2 0 
(ж 1). 

例 2 电子 自 旋 s = „в ТЕ 2 [1] и (sin8cose ,sin Bsing ,cost) 

方 回 分 量 о, = :于 的 本 征 态 分 别 为 (Pauli ER) 


cos 0 602 
| 2 
|a, =+ 1) = 9 А 
sin зе? 
їп ip 
‚ 2 
ЕЯ = 一 i, = a + (27) 
— соз > еі?/ 2 
НЛ ñ) 55 БЕ kp Л 
сов? + sin -— eos ес 
G, = + І, 0 ' 
sin * cos 7 eT sin? py 


.2 8 ‚ O 8 ip 
вит 7 = sin cos — e 
Fr = — 1, . (28) 
. @ O e соз? 9. 
- зіп y cos ye > 
0=p=0 时 ,io,= +0 h) s= 0 = (7), 相应 的 密度 
年 阵 分 别 为 
1 0 Ü И 
(o 中 К 1! (29) 
`í @=т/2,ф=0Н],И | o, = +10 = о, = кїў” Б), 
2 * * ц F ж [2 1 
1 
|z, = — 15 = |а, = – D = 点 |_ 中 
而 相应 的 密度 十 阵 为 
11 1 1 1 1) 
(| 小 1 1 (30) 
Фо, = +1 2 F, 
Cs) = о, р) = È cosd, 
бз.) = A lop) = 二 singeosp ， (31) 


в? = вав) = > 5їпӨвїпф. 
例 3 用 宜 化 天 量 来 表示 密度 定 阵 . 
可 以 证 明 , 任 何 2x2 和 矩阵 均 可 圾 成 Раш EE 5 ,oa y| G, b) Ë 
2х2 Pt u ЕНЕ. ТАЕ, ts rh Р EE EZS Гро: 
EPEN RRA 


p= ali+a'g. (32) 
an 9 а ТАЕ ЛЕЯ гл = 206 = 1, Т а= 1⁄2. X tri рс) = 


《ay =2a ,所 以 а=суба),а = (в) EX 
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Р = (в) = \ф|е!ф) (33) 
为 自 旋 态 | RERE. MJ 光 ) 态 相应 的 密度 矩阵 为 


= 01+ P- o). (34) 


例如 ,对 于 m =1 的 本 征 态 (27) 式 ,相应 的 密度 矩阵 为 (利用 (31) 
式 ) 


与 (28}) 式 相同 . 
7.2 混合 态 相 应 的 密度 算 符 


实验 室 中 有 时 制备 出 米 的 体系 ,并 不 处 于 个 纯 量 子 态 , 即 不 
处 于 某 一 组 力学 量 完全 集 的 共同 本 征 态 .例如 从 温度 为 了 的 办 f 
中 燕 发 出 来 的 原子 ,自然 光源 发 出 的 非 偏 振 光 等 .人们 对 这 种 状态 
下 的 体系 能 够 了 解 到 的 信息 是 不 完备 的 .我 们 旭 何 去 建立 一 种 理 
论 形式 以 给 出 对 它们 尽 可 能 多 的 信息 ”为 此 ,需要 推广 上 节 中 的 
р), фә). дф), … 表 二 力学 量 完全 集 革 的 共同 不 征 
态 ,而 体系 在 时 刻 AbT шу (А = 1,2, )0Ж У P, Os P. = 
і, YP, = 了), 即 处 十 一 系列 纯 态 | 办) 的 某 种 统计 混合 态 ,定义 与 此 
混合 态 相 应 的 密度 算 符 
p = D Pilha = 2Pe pr, (1) 
其 中 
рь = ЧАЧЫ (2) 
是 与 纯 态 | 相应 的 密度 算 符 ( 设 ; 已 归 --- 化 ). 不 难 证 明 , 这 
个 推广 了 的 密度 算 符 仍然 具有 如 下 性 质 : 
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tro = > P,tro, = > P, = 1, (4) 
Ë k 
q — x 1 d = TP irg }, 
а= 22а" доа 
= TLA, УУР, ог) = TER, о). (5) 
} n 


但 与 纯 态 相应 的 密度 算 符 不 同 ,o = о 这 个 条 件 不 再 满足 , 即 
АГАСИ 
= РР, |) Dei фе | 
= >P ар, СРЕ = Ру) 
< 2 Pi | = p, (6) 


所 以 о^ p ,等 导 只 在 纯 态 时 成 立 . 因而 wol. 
FH р ERREGE T ,力学 最 G 的 平均 值 仍 可 表示 为 
(6) = РЄ) 
& 


= > Parl pG) 
Н 


= tr( > Pr orG) = \г& оС). (7) 


作 力 学 量 完全 集 上 的 本 征 念 |a0 Fia) = F, |a yB SE T J 
RHA, o 表示 为 如 下 密度 矩阵 


бы = ХР Спі) gln?) 
Е 
= УРСА, 
k 
CÉ = (nl САЎ = CA In. (8) 
对 角 元 为 
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pm = 1Р%1СА|?, (9) 
k 


| С®|? 为 在 纯 态 | д) FR E F B F. 的 概率 . pm 称 为 在 泥 合 态 下 
量子 态 |n) 的 population , 即 在 混合 态 下 测 得 体系 处 于 1m 态 的 概 
率 . 

非 对 角 元 Pan 称 为 coherence, Æ 1E £ R A s F H B| n ) ЖЫ 
| a ) 态 的 相干 效应 . 如 所 选 表 象 的 基 矢 (下 本 征 态 ), 就 是 工本 征 
态 , 即 F= 1, Ch = Sm 而 pure = Рд адь = Р, o RA R AE 
ВЕ, Жл. om = Ph. 

如 力学 量 完全 集 下 中 也 含 了 体系 的 Hamilton ECR R £), 
HBln>= ETn), 则 


fi pm (1) = (Es — En) pm (0) (10) 


所 以 

On LE) = p, (Ое ha" {11) 
ша = (Е„— Е.) k ,3EXFfg GI fB PB 3 wi 振东 ,但 对 角 元 不 随 
BFE EHE > Onn Ct) = рь. (0). 

SL , 56 26 Mi B BJ 3: a а НЕ, А Г Аа 
ЗАА РА Xy ЕЙ РК, B +b AF 12 ААН py Н) 2 ВЕБ F: ЖЕТШ 
Ж. T dE 56 т ЖШ БЕЗЕ у 3 wt ПИ r ii PJ ik Ж, ИШ EE T Her 25, Ж А 
有 一 定 的 概率 分 别处 于 各 纯 态 ,此 时 体系 状态 不 能 用 单一 的 一 个 
U PA ROR TAXE ,而 只 能 用 相应 的 密度 算 阵 来 描述 . ШЕЛ BE AE ЕВЕ 
式 人 依赖 于 制备 体系 的 实验 装置 (环境 ) 以 成 所 选择 的 表象 .但 要 注 
意 ,个 同 的 实验 装置 制备 出 的 混合 念 所 相应 的 密度 矩阵 ,有 时 避 以 
相同 ( 见 例 1). 历史 上 ,密度 矩阵 概念 最 早 由 Landaul A von Neu- 
mann 21 引进 .其 目的 就 是 为 了 撒 述 不 完 短 制备 出 的 体系 ， 它 所 处 


[1] Тама LD. 7.,Vhysik „1927,45.430, 

[ `] Neumann J] ven. Малте CGrurullogen der Quuantenmechanik. Berlin: Jujus 
Springer, 1931. 
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状态 并 非 纯 态 ,而 是 混合 态 . 
例 1 Аш ЖШ ГЕ Д-Т О P 8 У 1⁄2), А НЫ Se 


p = fanela, e) (12) 
Ж 1//4х 是 归 一 化 因子 ,o(8,9) 是 自 旋 沿 (9,p) 方 向 分 量 的 机 
üE ЖУН ЛУ НО Ж ЖЕН ЕСИ, | PORA). 积分 后 ,得 
1 0 


可 以 看 出 ,tro = 1. 所 = 六 5, 这 是 混合 态 的 特征 ， 
注意 ,通过 不 同 的 制备 方式 得 到 的 混合 态 的 密度 矩阵 可 以 相 


四 


网. 例如 ,制备 出 的 电子 有 172 几率 处 于 | ] 态 ,有 172 几率 处 于 


Ü 
|а, вре P, = 1⁄2, URBEE BE 3; 


1/10 0 0 1 0 
ü =з + т | = 200 ' (14) 
H (13 уЗ А]. PTK P BJ 5 PE РЕН ЕЕ О — Д.Ш, 
T+ B EY tf A [027 АУЭ Pu ta EJ 0, 
(F) = irí (е) = 0, (15) 
可 以 想到 ,此 密度 年 阵 在 任何 表象 中 形式 都 一 样 .例如 在 с, ES 
中 ,此 密度 凌 阵 为 {参阅 虐 节 (24) 式 ) 


{1 1\{1 Ail 1 TER 
ss sah lo у aak “© 
Р др ID 02 200 1/7 (6) 


这 是 意料 中 的 事 ,因为 = 1.7 为 单位 年 阵 ,而 单位 矩阵 在 任何 
表象 中 都 是 单位 矩阵 . 


我 们 注意 到 ,在 о = + 1 的 纯 态 点 | FAE o, 得 到 we = +1 
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的 概率 为 1 2,a = -1 的 概率 也 是 12. 年 一 在 来 ,与 乓 述 混合 
ЗАН ЯК. ЗЕБ К l: BN Ж fi RE Э Р. ЖЛЕ 8 EE ЕВ. 1% 
tE БЕНЕН ЈЕ БК 29 PJ S tri ЖЕ fi 2; ДЈЕВЕ RU АВЕ. 


6h T. “ A [р ' зуу е _ к -h $ adl 1}. i 
初学 者 中 有 不 少 人 认为 :在 сү = +1 юат ) 下 .电子 


Н o, = +1455 о= —1 态 的 着 如意 昧 普 电 子 已 有 12 概 
FARF а= +1 态 , 问 时 有 1/72 概率 处 了 о, = -1 态 .这 是 完全 错 
误 的 . 按 此 看 法 W с: Н ЭШ ТОЛЕ n АЕТ; 
kE l paf. 

对 于 处 于 „елат = 上 ABESE D]. 172 概率 处 
T а= – 1 

тт = с 0 _ 1 (1—4. 

对 村 处 J os -的 电子 ,人 = А] (和 二 (有 1⁄2 88 
ЖТ a, = – 1 


BB. тат ое +1 -= (юа ео 概率 处 下 


л == 


а= -也 态 ,因为 六 x 二 + 才 x 二 = 1A2. 这 显然 是 荡 订 的 .事实 上 ,| c, 

_ Ijen J 

= += [| 851. -1° =z анала зов 

的 错误 在 于 把 纯 态 中 的 统计 诠释 概念 与 混合 态 中 的 概率 分 布 构 念 
l 1 

RA ~ 谈 .具体 说 来 ,就 是 把 用 密度 什 阵 p-d) нева 


а + 内 = l| | Sma p= 二 { 。 上 描述 的 混合 态 混 


{2\1 
为 一 痰 所 臻 .对 于 纯 态 lo = +1) = {1} =-Е[{) +{)] -点 


ia +0 las 02 ,两 个 每 如 态 之 间 有 确切 的 相位 关系 ,而 
1 OÜ 

ва оо 中 ,os = +1) 态 电子 与 1 = - DERT 

之 间 无 相位 关联 ,是 完全 非 极 化 的 混合 态 , 喜 现 为 :在 任何 表象 中 ， 


= а а а «о 


中 ,p = 去 [ ， 1】, 非 对 角 元 不 为 0, 尽 管 在 cs 表象 中 , 它 化 为 对 角 


Еа 1 0 
RER =, 中 

例 2 与 大 热源 达到 平衡 , 温 意 为 了 的 体系 (正则 系 综 ) ,处 于 
ТЕ ВЕР КУ 

О = ет (17) 

KP B= 1/kT, k H Bolizmam 常数 ,入 为 Hamilon Æ, Z = 
пе ЙОВА $K (partition РА). ВЕ (Кп), H 
la) = E. |a), о ЕН ВЕ 


1 _ BE x 
Pan = me "Олл" 
z (18) 
Z = > e ВЕ, 
以 谐振 子 为 例 .至 ,= [п +4) ,n=0,1,2,…, 不 难 求 出 
Z= эы! n44) Ыы 
= p Phn 2 . gi _ e mm y_1 (19) 


谐振 子 处 于 E. 能 级 的 概率 为 
Р(Е,) = (oP) = абет ny(n|) 
= e ac |n)(nl) = ете, (20) 
向 能 量 平 均值 为 
(К) = trle) = 2>;P(E,)E, 
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= — 58192 = hol > + = — | (21) 


不 难看 出 , 当 T— o (8-0) В, ЕВ = АТ, Уб 
中 的 能 量 均 分 定理 一 致 ( 见 网 7.1)， 


7.1 谐振 子 


例 3 ARN 
例 2 ВЈ ВЕ АГ FB bl r #r йн IK BJ JE Јаван N 个 原子 
(离子 ) ,各 原子 看 成 具有 三 个 自由 度 的 竹子 ,以 相同 的 圆 频 率 w 
在 各 月 的 平衡 点 附近 作 简 谐振 动 .所 以 马 体 振动 能 的 平均 值 为 
U=3N( E), WFH 
C= 了 = За з (ее 1), B = 1/7ЕТ 
2 = А 
“P ha = КБ, Өр PA Einstein 温度 , 则 
Oy 2 ee Т 
C = зм =) атту (23) 
HE C 随 湿 上 度 的 变化 ,如 图 7.2 所 示 . 
xF SA (ТИ Өкъ1), С ЗЛЕ, Е М. ИП ЖА T É: 
ш ВСТА Өр1), 
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heo 


rT r - 


图 7.2 АЖА 


2 
С = зм SE) eo. T (24) 


当 PO hi, co. АЕА РАТ H, ТЕРЕК F , ЖАР 
Ce PPB, 与 上 式 有 出 入 .原因 是 在 上 面 的 讨论 中 假定 了 所 有 原子 的 
振动 频率 相同 . 5 Ж Debye WAT Fo JEE, B Y Einstein B$ T 
fE ,得 到 了 与 实验 更 符合 的 结果 . 

以 上 结果 与 二 能 级 体系 比较 是 有 趣 的 . 设 二 能 级 为 F, E. 
能 量 平 均值 为 

~E АТ e` E, ВТ 
(E) = е о EI (25) 

当 T-=O ВЕ С E 5—= E|, X K Аја НЕ, ТЕ ВЕЕ ВЕ 
.与 此 相反 , 当 То (E) (E, + Е) ,这 表示 热 运 动能 量 很 
大 ,与 之 相 比 ,两 能 级 间距 (E32 Ei) 是 微不足道 的 ,因而 体系 处 于 
阿 条 能 级 的 概率 祖 同 ,者 是 1.2. 此 外 ,由 于 在 Т0 ЯП Г зо р 
个 极限 下 ,能量 平均 值 都 趋 于 常数 (不 依赖 于 了 ) ,所 以 不 仅 在 低温 
ЖЕРЫ F ЗАЛ ОСК ГАВ У, П ВЕ ВА ВЕ Т ЪТ 
-T 0. 

Юа 双 原 子 分 子 的 转动 
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转动 能 为 


2 
Er = RIC +1), = 0,2,9, (26} 
1 为 转动 惯量 ,能 级 简 并 度 为 (22 + 1). Br 2 PR SX 28 
2 
Z, = > 1G2L + 1)ехр] — HLL + | | (27) 
£ =Ü 
对 于 低温 情况 , 厅 生 一 27 下 式 求 利 中 保留 工 =0,1 BY, B| 
Z, = 1 + 3exp[ — 88? Z I). (28) 
此 时 ,转动 能 的 平均 值 为 
oarn R ra aR? 
(Е) =- 807 =- (1 + 367 7'у-! 35[3e 1] 
= E = а (29) 
因此 转动 热 容 为 
x д, ЭМА? ӘД д а 
С. = N Jp E = 57 IT IRE I 
2 
= 3Nk [| >>) ee 一 了 (30) 


AP WO, = 52/21 КНЕН TAB 一 0 F , C —0. 
对 于 高 温情 况 C 了 B31), 吕 把 对 让 求 和 化 为 积分 , 令 x = 上 
(L+1),Mi 


2, = | dee ОЗН = 27 Bh" (31) 
д 
«К = - 33184 = 1⁄ B = ВТ (32) 
С. = NE) = Nk = ROTAR MO) (33) 
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此 即 经 典 极 限 , 上 几 个 常见 双 原 子 分 子 的 O 值 如 下 : (3 
分 子 H, HCI HI Na Ch L 
@ (K) 85.4 15.2 9.0 2.82 0.346 0.054 
Be(K) 6210 4140 3200 3340 810 310 
xT ID НОК), ДИ ПЕЕ T 85, nl bi 5 j 3 相 
[н] ‚Ж НА ВГ ДЕ АНН) Өк = ho k. PARAM EE 
Ө, 大 得 多 (山上 表 ). 
例 5 顺 磁 磁化 率 
AIEA ви 2 WRF, Н и = gs (2 < 0), РУЗИ B 
(Wy z 方向) 中 ,Hamilton Ж Й = ~ „В = -geBs, 有 两 条 能 级 ,分别 


He 1 kog (ae = — zB >0). 设 与 大 热源 (温度 了 ) 达 到 热平衡 , 则 


密度 矩阵 { 取 Раш 表象 ?为 
一 he RT 
1 ѓе "% 0 
° = z D оће a) i (34) 
Z = eio kT , aka T. 


ЕН HA tH ‚Ж +- Bi ЖЕЙ ЕЧ F R£ Јал ЕВРА A 0, 
《so = tr( os) =Ü,(s, 2 = tri os) = 0, IB W 08 5 2 [151 Bb ГЕ ВИК 
为 

《3 = trí os, ) = — лап =en) ， (35) 
ТЕК E КОГО) аў ЮЛИЯ ( R— = ) , tanh (коо ZRT} 
—1,( s) = 一 2, 即 所 有 粒子 都 冻结 在 较 低 能 级 上 (5 = 


А pho 1]. 在 高 温 极 限 (7 了 一“) 下 ,pp = 


0 
(6 ) ,是 一 个 完全 混合 态 , 袜 子 等 概率 处 于 两 条 能 级 上 ,《.》 


(3) ЖЕ Mand .Sianistiog! Physies . Manchester ; Manchest University Presa, 1971.253 
~ 254. 
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= 0. Е— ЮН FOCI Cs dl < hk Z 2. 
ДИ i 化 ҖЕ (paramagnetic susceptibility) y 定义 为 《ms》= 
gs.) = yB, Pi 


(36) 


7.3 的 化 密度 矩阵 ,EPR Е, Bell 不 等 式 


7.31 复合 体系 , 约 化 密度 和 矩阵 . 


按照 Lamb 等 人 (415 芍 观点 ,一 个 量子 力学 实验 包含 下 列 过 
程 ;(a) 初 态 制备 .(5) 在 某 种 作用 (通常 视 为 微 扰 ) 下 明子 态 的 演 
化 ,tce) 末 态 分 析 { 例 如 类 似 Stem-Gerlach 实验 那样 的 理想 过 程 ,或 
者 某 些 可 观测 量 之 间 的 关联 ,如 角 关 联 , 偷 振 关 联 等 ) .前 面 已 经 提 
到 , 若 初 态 的 制备 是 不 完全 的 , 即 初 态 并 不 处 于 纯 态 , 历 是 一 个 温 
+y ©х , 则 体系 的 状态 不 能 简单 地 用 -个 波 画 数 来 描述 ,而 应 采用 密 
ЖЖ. 这 时 我 们 应 该 哈 “若林 态 的 测量 ENE AIRA 


КАНАНЫН A m EE ñ £ ANENA ñ r н 
相应 的 可 观测 量 ,因而 测量 是 不 完全 的 . 

PERGA A+B | AREE A 的 量子 态 的 一 组 完全 
Ж. 0 构成 体系 了 的 量子 态 的 -组 完全 集 , 则 | a, Бу =! а›ф 
152(|a》 与 18) 的 直 积 ) 构 成 复合 体系 A+B 的 量子 态 的 一 组 完全 


[4] Lamb W E И. Physics Taxiay,1969,22:23 . 

[ 5] Coldberger M L, Watson К М. Phys. Rev. 1964,134: B919; Магдепап Н. The Mn- 
ture of Physical Reality . New Yok: McGraw Hili, 1950. 

[6] Сане C D ,Scullys M O. Physics Reports, 19718 ,43(13):499 ~ 508. 
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Ж. (ОНЕ, ЕА +В 的 所 有 量子 态 都 可 以 表示 成 | а! о 100 
Å. Pl h) = ерау, Б) + co1ao,82) 一 般 就 不 能 表 成 直 积 形式 . 
1a) 久 1 作为 基 矢 的 表演 可 称 为 “ 非 而 全 表象 ”.A+B ЖЖ ВУ 
可 以 吉成 这 些 基 矢 的 登 加 .因此 ,复合 体系 的 密度 怎 阵 一 般 也 不 能 
表 成 直 积 形式 p.s = px 罗 poB.) 

设 О, 表示 体系 的 - -个 可 观测 量 ( 只 与 体系 A BJ Əli JJ ip 
量 有 关 ) .如 把 点 看 成 复合 体系 &+B 的 一 部 分 , 则 此 可 观测 量 应 
表示 为 Q = 0.91, (h 为 单位 算 符 ,作用 于 体系 B 的 量子 态 空 
间 ) .为 了 描述 对 一 个 复合 体系 的 子 体系 所 进行 的 测量 ,可 以 引进 
HHE E REER (reduced density matrix) .例如 ,计算 平均 值 

(Q) = tranf PABQ ), (1) 

在 | а,Ь), 


(Q) = > (а, 51рлв@ la, b) 


8. 


= У) (а, Б|олвдл @ Їз| а,Ь) 
а. В 


= ба| > (Б\олвіъ1 bÂ] a). (2) 
定义 约 化 密度 矩阵 ” 
о? = 2 Cb lasha b) = tre( GAB), (3) 
则 
(0) = malo Âa). (4) 


7.3.2 ЕРЕ #18 


1935 Ж , Einstein, Podolsky 和 Rosen 发 表 了 一 篇 著名 的 文章 571 
yE НИ t i HPE TA q “The ware function (or state vector) 


[ 了 Einstein A,Podolsky B, Коеп М Сал quantum mechanical description 人 Paper 
realty be considered complete? Phys. Rev, 1935,47:777. 
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does not provide a complete description of physical reality” ,六 通过 对 ~- 
些 理想 实验 过 程 (包括 制备 和 探测 ) 的 分 析 , 论 证 量子 力学 不 是 日 
治 的 ” ,后 来 人 们 称 之 为 EPR f ЙЕ” (ЕРЕ paradox) .在 过 去 60 年 
中 , 据 统计 ,有 超过 10 篇 文章 讨论 此 问题 .因此 ,要 对 此 作出 什么 
新 的 评述 ,是 极其 困难 的 .我 们 在 这 里 只 是 为 了 初学 痛 对 此 有 一 个 
初步 的 了 解 , 作 一 个 教学 上 的 简单 介绍 ,在 这 些 众 多 的 文章 中 , 必 
须要 提 到 的 是 Bel 不 等 式 的 工作 (sl 本 节 讲 法 主要 参考 了 
Cantrell ,和 Scully[6J ,以 及 Rosen (9 的 文章 . 

劣 虑 自 旋 为 12 的 两 个 粒子 (例如 - -个 电子 利 :个 正 电 子 ) 
组 成 的 体系 . 设 £= D 时刻 体 系 处 十 上 自 旋 单 态 1S=0,Ms =0), 并 为 
态 ). 设 上 =0 时 刻 束 缚 势 被 去 掉 ( 例 如 通过 并 分 型 ) ,但 过 程 中 末 引 
人 角 动 量 来 干 就 体系 的 白 旋 森 .这 样 , 体 系 由 的 粒子 1 和 2 可 沿 相 
皮 方 癌 目 由 地 运动 而 下 相 远离 (图 7.3). 然 后 在 上 = 如 > 人 0 上 时刻 分 
别 进 行 下 列 两 种 实验 : 


图 7.3 
实验 ] .测量 粒子 的 自 旋 z 分 时 


БЕЗ ЕЛЕ 05 =0, М = 0) FE Ia EL FEBS. t < 如 对 体系 
的 态 可 以 方便 地 表示 成 


|\фь(1)) = КАНДЕ z, i- hlz) (5) 


[+1 Benl JS. Ол the Kanustein- Podoisky- Rosen Paradox. Physics, 1965,1; 195. On the 
Problem of hidden warinhles in manson mechanics, Rev. Mod. Fhys. , 1966, 38:447. 

[9] Rosen № Вей? s theorem and quantum mechanic. Ат.). Phys. , 1994, 62: 109. 
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Iz) di | - z 2F 3 S o= +1 HEWES, a lz? = lz), 
с, |= = —-1- z.) 
Ш t= to ЮЖ ЯА f AEF о = - 1 281 - z) СВД 
F”) ,考虑 到 日 旋 Z 分 最 8 = Si + 9 为 守恒 量 , 按 (5) 式 ,在 二 > 
io 后 ,粒子 2 必然 "日 旋 辐 二 , 即 
Р (1); = |z), (6) 
J EPR ЫЕ: “H ЛЕЙ kA p tr fr ат , ЖА H ЕН, 
对 粒子 1 的 观测 不 会 影响 到 粒子 2 的 状态 ,使 之 发 生 改 变 . 【此 即 
“ 算 域 性 假设 (loc: сану assumption)). AIE, £ < ta А) 


(T= РСТ) = | 23, (7) 
相应 的 密度 算 符 为 
oF 1) = Тт) (1) = |22621. (8) 
在 Padi RAPAREN 
` l 0 
оо = | o): (9) 


实验 了 测量 粒子 自 旋 x ER 
i < 0 时 的 自 旋 单 态 ,同样 可 以 表 成 
П)? = 1) 和 一) (10) 


EE t= to 时 刻 测 得 粒子 lo, = - (САДЕ F”). BB E F | х), 
态 . 因 此 :1>io 后 , 按 (10) 式 , 电 玉 2 将 姓 于 
Ly ОП)? = іх). (11) 
按 ЕРЕ 论证 ， 
и СП)? = |Ф7(Ш)»› = |x), (12) 
ПБН ЛЕУ АЕ ЯЕ ВЕ (Раш: 表象 ) 为 
of H) = СП) (ШП) = 下 
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1 1 
F |) (13) 
由 此 可 得 出 ,在 1< to 前 , 同 - ARREO OT 2)BU 3 НЕШ ГЕТЕ 
《IT 两 个 实验 中 是 不 同 的 ， 

pz ll) > er (HI), (14) 
MERAT GOCAT 2) hi AS Z; XJ: F 2 发生 影响 的 ,这 就 是 
EPR 9. HEZ AENEA 了 1 之 前 ,在 实 蛤 中 粒子 2 处 十 
| 2) ,在 实验 工 中 粒子 2 处 十 | .但 无 论 对 粒子 1 进行 什么 样 的 
测量 ,都 不 会 影响 到 与 它 远离 的 粒子 2 的 状态 ( 定 域 性 假设 ), 而 按 

上 述 论证 ,粒子 2 的 状态 却 并 不 相同 .这 就 是 EPR Е. 


7.3.3 ЕРЕ 伴 廖 的 密度 矩阵 解决 方案 ， 


以 下 用 复合 体系 的 约 化 密度 矩阵 理论 来 理解 EPR 伴 订 .作为 
两 粒子 组 成 的 复合 体系 的 一 个 子 体系 ,粒子 2 的 与 自 旋 自 由 度 有 
关 的 可 观测 量 总 可 以 表 亦 成 


Q, = >) aa,(2). (15) 


= 


(со 为 2x2 单位 和 矩阵 ,os,o, 和 ga, 为 Pauli 朱 阵 .) 在 用 复合 休 系 的 
密 庶 矩阵 来 计算 时 ,二 表示 成 各 = 亡国 D (hh 为 2x2 单位 矩阵 ). 
其 平均 值 为 
(0) = trol 的 O2012) 
= trí Ootn Ci pa) 


= 15002059), (16) 
式 中 
оҳ” = (ер) (17) 
为 约 忙 密度 矩阵 ， 
对 于 上 市 中 考虑 的 PR 实验 ， 
об = Ip) při” (18) 
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рё = (ою). (19) 
对 实验 工 , 取 


14501) ЕДЕНДЕ l- lz, (20) 


px І) = (оз) 
= (2145 Igli zA 


+C- zips) а), 


Zl- aX — 21+ 1222421). (21) 


在 Fauli 表象 中 ， 


fr] 1 10 
pi { І) = 2 . (22) 
О FV, 


х, 
IED = a)l- ж) -1-14)) 03) 
5 (В) = (од) 
= хар СПС) а) 
+i- lp DAET) ~ x) 


= $l- а) = аі 1а) 0), (24) 
ТЕ Pauli 表象 中 ， 

(0) _ 1{1 O 

еў‘) = TË IR (25) 
可 以 看 出 ， 

оў (i) = рё‘). (26) 


并 不 出 现 予 盾 . 以 上 即 Cantrell 和 Seully Н ЎЕР ЕЕ Ж Ж 
理解 ЕРК ВЕР УЖ. 其 关键 在 于 区 分 对 一 体系 的 测量 是 “完备 
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的 ”还 是 “不 完备 ”的 . 特别 是 对 十 一 个 出 两 个 子 体系 组 成 的 体系 ， 
如 把 它 看 成 一 个 复合 体系 而 去 测量 其 中 一 个 子 体系 , 则 测量 是 不 
完备 的 ,所 得 结果 不 是 个 纯 态 , 需 朗 川 约 化 密度 矩阵 来 找 述 . 

例如 考虑 图 7.3 所 示 两 个 粒子 组 成 的 体系 . 在 两 个 粒子 之 间 
的 束缚 势 去 掉 之 前 ( 即 两 个 粒子 有 相互 作用 ). ЕЖА Р ЖЕЕ 
态 , 即 电子 偶 素 的 基态 ,总 自 旋 5=0. (实际 上 ,除了 具有 确定 能 量 
互 之 外 ,电子 侦 素 基态 的 总 轨道 角 动 量 工 =0, 总 乔 动 量 J=D0). 对 
于 任意 空间 旋转 ,体系 的 量子 态 是 不 变 的 { 各 向 同性 ). 此 时 ,作为 
复合 体系 的 5=0 的 态 { 空 间 族 转 不 变 ) 是 有 实际 意义 的 ,对 粒子 2 
进行 测量 的 结果 当然 与 粒子 1 听 处 状态 有 关 . 这 一 点 ,大 家 无 异 
议 . 但 当 酚 个 粒子 之 间 的 束缚 势 去 掉 之 后 ,体系 的 Hamilton 量 已 
发 生 政 变 , 原 米 体 系 的 定 态 ,现在 不 再 是 定 态 . 这 表现 在 两 个 粒子 
在 空间 的 概率 分 布 是 随时 间 变 化 的 . 在 保证 没 朋 动量 引入 的 前 
提 下 ,$=0 态 可 以 保持 . 但 试问 , 当 两 个 粒子 外 此 相 离 极 远 的 情 
况 下 ,和 作为 $=0 态 的 复合 体系 ,有 无 实际 意义 ? 《例如 要 求 体系 
整体 作 空 间 旋转 ). 当然 ,从 概念 上 讲 ,不 妨 把 它们 看 成 s =0 的 复 
合体 系 ,采取 被 动 方式 进行 空间 旋转 ( 即 旋转 参照 系 ,体系 保持 不 
动 ). 在 此 情况 下 ,对 单个 粒子 进行 的 测量 ,从 复合 体系 角度 来 看 ， 
就 是 不 完 各 测量 ,因而 必须 用 约 化 密度 矩阵 来 描述 .这样 ,EPR fÉ 
语 就 可 得 以 克服 . 


7.34 自 旋 单 态 下 的 二 电子 的 极 化 关联 ， 


设 а,Ь 为 任意 两 个 方向 的 单位 和 拓 量 ,来 衣 为 8, 即 (qa:b)= 
cos @. 考虑 处 于 自 旋 单 态 下 的 二 电子 体系 ,分 析 电 :了 扩 1 的 自 旋 沿 
a DARE a) 与 电子 2 的 自 旋 沿 上 方向 分 量 (52' 首 ) 的 测 值 
的 关联 , 即 极 北 关 联 . 可 以 证 明 , 按 上 照 量 子 力学 理论 , 存 自 旋 单 态 
Е, (а-а) (аз bT A 
‘(gi a)l Б)) = – (а + b) (27) 
HERH AE F: 
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考虑 到 自 旋 单 态 的 各 向 同性 ,可 以 方便 地 表示 成 
| gols = 0)) ЕЛЕЕ | 一 2)112)3). (28) 


其 中 z 轴 方 向 不 妨 就 取 为 a 方向 ,于 是 (gj а)(т›°Ь) = ауа», 
cosd. IÑ 
(ppls = 0)| (G, ” a)( ет» . Б) | gots = 0)} 


1 ; 
= 5i- 了 | zl 一 《zl Š — z|) 
z 1 2 ] 


x gjg eos D (| 2) 一 z) - |- z? | 2)| 


一 L сов (51а. 1254 一 z|a, | 一 z) 
I 12 2 


+- zlar = z)(zlax,|2)) 

= сов 8(- 1 - 1) =—сов@ = — (a - Б). 
例如 ,ea =b, NC ara) ora) = - 1, 即 沿 任 何 给 定 方向 ,ar 和 
а 的 分 量 取 和 值 必定 异 号 仿 自 旋 取 同 相 反 ”), 这 是 自 旋 单 态 的 特 
征 Бе, alb EWE), Ш (үза) ж. b) =0. 


7.3.5 Bell 不 等 式 


Bell 在 他 的 - -篇 著名 的 文章 中 8 换 了 -个 方式 米 讨 论 EPR fÉ 
Ж. 其 论证 基于 定 域 性 假定 (iocality assumption) #ll EB 4 E ( hidden 
variables хе . 所 谓 定 域 性 ,是 指 " 对 一 个 体系 的 测量 ,不 会 影响 
到 三 之 远离 的 另 一 个 体系 的 测量 结果 ,因为 两 个 体系 无 相 
豆 作 用 ”. 为 简化 论证 ,Bel ЖЕҢ БЕЯ 1/72 的 上 瑞 个 粒子 组 成 的 体 
系 , 处 于 白 旋 单 态 , 并 假定 两 粒子 离开 很 远 ,无 相 瑟 作用 . 假设 a 
ЖИ b 表 孙 空间 任何 六 启 的 两 个 单位 和 撩 .测量 粒子 1 的 自 旋 沿 а 
问 的 分 量 (g1*a) 可 能 值 为 + 1(Stem 一 Gerlach ЖЖ), FE, Жр 
2 ËJ НДЕН b 方向 的 分 量 (go*5) 的 可 能 取 值 也 只 能 是 +1. 

按照 量子 力学 理论 ,在 单 志 下 ,如 测 (gj-a) 得 + 1, 则 测 (og,- 
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а) ж J — 1 , REA EHER. 全 另 一 方面 ,按照 量子 
力学 的 统计 诠释 , 自 旋 单 态 波 晤 数 只 是 一 个 概率 幅 , 它 并 不 能 确定 
对 单独 :个 粒子 进行 一 次 测量 的 结 昌 . Bell 认为 ,这 就 意味 着 一 种 
可 能 性 , 即 "对 态 做 下 完全 的 描述 ”. 为 此 他 引进 隐 变 量 A. 假定 : 
М (са) ЯН a 和 4 Ri, Ala, A) = +1,{Н A(a,2) 
ARTF b. (这 就 是 定 域 性 假定 .) 同 样 , 淹 量 (os: 858) 的 结果 由 8 
ЖТА PE ,B(b.A)= +1,{Н B(b,)1 AAKO T а. 设 隐 变量 的 概 
率 分 布 为 p(4)》, 则 |e(A)dh = 1. 然 后 ,他 定义 一 个 关联 羡 数 
Р(а,Ь) = |aap(A)ACa, a) BD,A) (29) 
ЗЛЕ (оу) (о bR ЕА ОСЕТИЯ Р atb. 
9 УКВ ТУЕ Jy P| 89 56 Е e Md, N 
P(a,b) – P(a,c) = [daela [AG A )B(b ,2) 
- А(а,А)В(е,А) | 
= |dap(a) а (а,А)ВЬ,А) 
х [lr A(d.A)B(c,A)]i 
- | адр) аба, ВСе, А) 
х 11+ А(4.А)В(Ь,А)]!._ (30) 


考虑 到 А(а,А) ВБ,А) 1, А(а,А) В(с, А) — 1, H Es uf 48 
tU 


ү" 


|Р(а,&Ь)- Р(а,с)і < |4до(А)\1 +жА(а,А ) В(е,А)] 
- jap OT < ACa,A) BB .4) ,31) 
Вр 
|Р(а,Ь) – PCa, с) = 12 = Р(а,с) + Р(а,ь)]:. (32) 


HR 4 =e, FESTARAR, Ale, A) =- В(с,А), ж Ple, 
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c)= ~1 ,于 是 
| Р(а,Ь) – P(a,c)| s {2+ (- 1) + Ple,b)l. (33) 
考虑 到 -1+ Pie, Р) 0, Р(с,Ё) = РОБ, с), ЕЖИК 
|Р(а,Б) – Р(а,с)1 = 2+ [- 1+ P(e.b)] 
= 1+ РЁ, с), 
ВШ |Рр( а,Ь) – Р(а,с) = 1+ РСР, с). (34) 
此 即 Bell 不 等 式 , 式 中 a,b, ce 为 任意 方向 的 单位 矢量 , 
Bell 的 文章 发 表 后 ,引起 人 们 很 大 兴趣 ,有 关 的 大 量 文献 ,可 
在 Khalfin 和 Tsirelson UM KAPRA .特别 值得 注意 的 是 ,Aspect 
等 00 通过 Ca J Jf: BJ 28 EK EK rË Er А Я i BJ X А 29 aa ЭС ОЯ 
测 ,证 实 量子 力学 的 预言 是 正确 的 ,而 与 Bel 不 等 式 不 一 致 ,因而 
认为 定 域 性 假定 是 不 成 立 的 .关于 这 方面 ,也 有 很 多 文章 进行 讨 
i ,不 能 在 此 详 述 ,读者 可 参阅 Popescu 的 文章 L2j 及 所 引文 献 .N. 
Ңовеп +5) Bell 论证 相反 的 思路 进行 分 析 后 指出 :如 现行 量子 力 
学 理论 正确 , 则 定 城 性 假定 不 成 立 ， 


7.3.6 Rosen 的 论证 


Rosen 从 另 一 角度 来 讨论 Bell 下 等 式 所 提出 的 问题 .为 便于 
分 析 电 子 自 旋 极 化 关联 ,假设 隐 参 数 4 取 分 立 值 天 .此 时 


Р(а,Ь) = Dorti(a) В, (Б), (35) 


AF 机 (a) 与 8 无关 ,Bi(b) 与 а EK, o, Ej a ЖЬ AR, РЕ 
域 性 很 定 .Rosen wE HE 六 力学 理 论 来 讨论 ,结果 表明 р, = 
оба, b) б) а,Ь 有关, 因而 论证 量子 力学 理论 与 定 域 性 假定 是 逆 
HAI. 论证 如 下 : 


(10] Khalfin L, Tsirelson B. Found. Phys. , 1992,22:879, 

[11] Aspect A, Grangier F, Roger G. FPhys. Rev Lett. ,1981,47.46D; 82.49; 91; As- 
росі А, Dalibard J, Roger С. Phys. Rev. ен. , 1982,49; 1804. 

[12)J Popescu 5. Phys. Rev. Len. , 1005.74.2619. 
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考虑 空间 (68,@) 方 向 的 单位 和 n = (sin # cos @ ,sin 6 sing, 
cos 0). 电子 自 旋 TET An FASEKO Pau 表象 ) 


(G ` n) = сов 0 sin е) (36) 
віп Eee  — cos б 
ЖЕЛЕН, (оп)? = 1, 55) 的 本 征 值 为 二 1, 本 征 访 分 别 记 为 
и-н), (аен) п) = |n}, (еп) 1-м) = — | - n>. 在 球 
坐标 表象 中 ,本 征 态 表示 为 
cos ip sin еі 
п) = ‚ |-п)= . (37) 
віп еі? 2 — сов xe 


自 旋 为 1⁄2 的 两 个 粒子 组 成 的 体系 的 自 旋 为 党 量 完全 集 通 
EBC ssns, S), CS = si + s). PL ( si,ss, BJ Е Зу Е 
ж ЖКА АЕН 80 . AS, S.) BJ A ñE X ЖЕЛЕ ПО S S AK 
аба . 自 旋 单 态 就 是 (5, 5,) 的 共同 本 征 态 (S = 0, М; = 
0) .通常 习 悍 用 非 耦 合 表象 来 展开 如 下 : 


= _ 1 z;| — z) — I — z? | Z 
gals = 0)) = 5[14)1-4)-1-)\4)1. G8) 


ЗК Е, НГ, (орга) (сБ) КЕКЕ АЕ 
合 表 象 的 基 矢 , 即 
| 212 = lail h HF А, = В| = 1, 


|) = lail- Б, Аз = – B; = 1, (39) 
|з) = 1-а) 1 bh, Аз = Вз = – 1, 
04) = |- albh, Aí, = ~ Ва = ~ 1, 


可 以 看 出 ‚„А„В, 一 ( 一 1)*+1,k =1,2,3,4. 
F B Д 0—8 ЗЕЯ О ВУ ME X ЖЛЕ А ЙЕ, 


| paS = 0)) = È Glg), (40) 
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AP G= (16068 =0)) 和 如下， 


д, й, 
С = zloy sin Бе” 8,242 
B. Ü, i 
一 віп a > сов е Kp,” -2)/2}, 
д, 
C= 方 Leos А сов зењ - 92/2 
+ sin 7 sin 22е -m2| 
(41) 
Gs = 5l — sin соз 25 йр, #04 2 
+ cos sin б е а 
Сл = — sin Z sin Oe Ке, 0/2 
4. /2 Е > 
@ | 
— POS 2 cos etre . 
可 以 求 出 
2 _ 1 г. 
с = L + Dla + b), aD 


(а - b) = соѕб,созбь + sinf,sinO,cost oa — pe). 
利用 (40) 式 ,得 
(ay: а)(е,-Ь)\ф0\5 = 0)) 


= эе als’ b) Cily? 

= XG 1] y) 
Pla, b)= (gS = 0)| (6; га) (е ~ b)| (5 = 0)) 
Dci- VG 19р) 


l! 


= 217 ' 


=- У\( ре |2, 
但 按 pel 定义 ， 


P(a,b) = Dodl Bb) = Ур DL 


E PECAS), (44) ,并 利用 (42) 式 ,得 
к = | С, Ё 


- 40 + (- Dila- Б)]. 
显然 ,zx Ж Га 与 8, 所 以 与 定 域 性 假设 蔬 盾 . 


利用 (45) 式 代 人 (35) 式 , 可 以 得 出 
Pla,b) =- (a ~ В). 
与 7.3.4 的 简单 计算 得 出 (27) 式 一 致 . 
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(43) 


(44) 


(45) 


(46) 


Ó by 2 НЕ DE Rh 
置换 对 称 性 


8.1 全 同性 概念 


历史 上 , 早 在 古 和 希腊 哲学 家 Aristotle 和 原子 论 者 的 学 说 中 ,已 
提出 了 “全 同 实 体 ”(identical entites) 的 概念 4. 在 19 世纪 Dalton 
的 原子 论 中 ,已 提出 ,“ 所 有 均 匀 物体 的 终极 组 成 粒子 是 完全 相同 
的 ”( The ultimate particles of all 
homogeneous bodies are perfeclly alike.) 
在 经 典 物理 学 中 也 已 涉及 粒子 全 同性 
的 问题 .例如 著名 的 Gibbs E: Н 
两 种 不 同 的 气体 ,分 别 置 于 用 隔 板 АВ 
分 开 的 箱子 的 两 侧 (图 8.1) ,体积 各 
为 了 了 2, 压强 吕 及 温度 了 相同 .设想 ， 


把 陋 板 AB ЖЭР, 则 两 种 气体 分 子 将 шв 
互相 混合 ,最 后 达到 平衡 .可 以 证 明 121, ТУУЛ 
AS = (2 n2 (1) 


W [п]. ИПА PJ BS 556 2 БЇК КУ, НЕЕ ha l? 从 物理 上 
Ж, 8 КД 20 HI (AS = 0). Eat {ЯГ BB Ж ( 1) 355 HI А 7 
问题 出 在 什么 地 方 ? 


[1] Pesic Рр. Ат.}].Рһув. ‚1991,59: 971. 
їз] П, 511; Mandel F. Siviod Physis. Manchester: Manchesten University Press, 
1971.131. 
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M. Planck 对 此 艇 了 如 下 解释 趾 . 他 认为 :“ 两 种 气体 在 化 学 上 
的 差异 不 能 用 一 个 连续 变量 米 描 述 ,对 此 ,人 们 只 能 说 它们 或 者 相 
同 ,或 者 不 局 ,这 是 一 种 不 连续 的 关系 (The chemical difference of 
two gases can not be represented by а continuous variable, .. We сап 
speak only of a discontinuous relation, either of equality ,or inequality” . } 
经 过 仔细 分 析 ‚ЖИЫ, 08 Е" (identicality) t a A AE A Ж,Б 

1° 相等 性 (equality)， 

2° 不 可 分 辨 性 Cindistinguishability). 
并 指出 ,在 Boltzmann 统计 中 所 处 理 的 粒子 只 具有 1°, 而 不 包含 2， 
即 “ 这 些 粒 子 在 内 店 属 性 上 完全 相同 ,但 各 自 具有 不 同 轨 道 , 从 这 
个 意义 上 讲 ,它们 是 可 以 分 辨 的 “(. .Particles аге perfectly equal in 
their innate properties but still distinguishable in the sense of each having 
a distinct trajectory” , ) 而 Fermi 统计 和 Bose 统计 所 处 理 的 粒子 则 具 
有 全 同性 的 上 述 两 方面 的 性 质 .这 种 差别 明显 表现 在 基本 的 统计 
法 中 .例如 一 个 近 独 立 的 交 葵 子 体 系 , 分 别 有 n, по, (2n; = N 
固定 ) 个 粒 于 处 于 单 粒子 能 级 e ,es,… F (Dag, = 取 定 ), 各 单 
粒子 能 级 的 简 并 度 分 别 为 1, 万 ,…, 则 此 N 粒子 体系 的 态 的 数目 
W ШЕ 


Boltzmann 统计 
N! СФ 
= IC) 4 (2) 
Femi 统计 
В £! . 
W = | 8 = Пл л!" = f Pavli 原理 ) (3) 
i+ ní 1 :+ ni — 1)! 
w= n” |- n = „жш. (4) 


可 以 看 出 ,由 于 “全 同性 "的 限制 ,NY 粒子 体系 的 可 能 状态 的 数目 
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Wima 2: Wp, = И Femi. (5) 
MAEI, EE AEREA, ЯКО tE Bose 统计 和 Fermi 
统计 . 存 基 子 力学 建立 后 ,leisenberg 等 (3 以 量子 态 的 置换 对 称 性 
来 论证 了 Bose 统计 和 Femi Г. ЖЄ Ж ТЖЕ f 25% HDE PR 
M 
ФСФ.) (6) 
描述 ,gi RRR i TETE АВАК. MERRI Pj(i j=1,2， 
…) 运 算 , 得 
РС сыс дә?) — (а). (7) 
考 虚 到 粒子 的 全 同性 , Р. 所 描述 的 明子 态 与 上 没有 任何 益 别 (i， 
了 粒子 不 可 分 辨 } ,因为 它们 所 预 育 的 -- 切 观测 结果 都 相 则 .所 以 
Риф = Ар (8) 
А 为 常数 因子 .考虑 到 Р = АР = 20, --Jrili Py = р, ВЕШ 
47=1, 即 4 = +1. 即 全 同 粒 于 系 的 波 函 数 必 为 对 称 (X% = 1) 或 反对 
称 (A = -1). 


8.2 全 同 粒 子 系 波 沙 数 的 置换 对 称 性 
是 否 量子 力 芋 的 一 条 基本 原理 


Broxunues ! 4 等 把 全 同性 和 波 通 数 的 置换 对 称 性 看 成 量子 
力学 的 基本 原理 之 一 .与 此 相反 ,Landau， Feynman, Weisskopf 等 则 
认为 全 同性 只 不 过 是 一 种 对 你 性, 而 波 函 数 的 对 称 或 反对 称 则 只 
是 全 同性 导致 的 -个 推论 .例如 ,Landau 和 Lifshitz 提 到 5151“ 由 于 


11] Heisenberg W. Z. Рһуык,1926,38;411; 1926,39; 499. Кепш E. Z. Physik, 
1926 ,36:902. Dirac P А М. Proc, Roy. бос. (London), 1926, A112.661. 

{ 4] Блохиниев Д И. Ckacena Каантовон Механики Mawra: Тосударстьсннот 
изддлельтю. Š Banan колаў, 1949. 

1 5 7 Такаш L. D, Lifshits E М. Quantin Мекйһигис» , Nem relativistic Theory. 3rd. ed. New 
York : Pergamon Fress, 1977.225, 
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测 不 淮 关 系 ,一 个 电子 运动 轨道 的 概念 不 再 成 立 ,因而 导 敏 电子 
的 不 可 分 辩 性 ”.Feynman HH T48 th Le) “identicality” “а beautiful 
consequence of quantum mechanics” , Weisskopf 也 明确 提出 上 7 3: “iden- 
ticality 是 a crucial result of quantum theory”, a consequence rather 
Шап a fundamental principle” . 

REMA, SIERRA J 524 IE Б E TY 3 hi J ie uk | H 
Ө ЖЕ {ЕЧ Н-Т 71 SF ЖЫ ЯП ç rh АКЕ А ПИЙ ЗС + . 
ЖИТ: 

(1) 对 于 全 同 粒 子 组 成 的 量 于 力学 体系 ,显然 

LPA] = 0 (1) 
Ë 为 体系 的 Hamilton 量 ,因此 所 有 P Gi = = 1,2,::. , М) Jy Sy li 
н ИННА, ESL f. J PE a HA ЕТА: (a) ЖР 
ЖН чн БЕЗР А— "ЕНА ХЕЙ, Пина i 态 并 个 一 чы н 


N а i 6 а = = *& ч жя эи єє оъ 


k В E hk ай é l hk _ c FF 5 58 98 ъъ = т ъ® в 


根据 (a), PP 守恒 并 不 能 保证 全 问 粒 和子 系 处 于 Р.Е, Вр 
不 能 保证 量子 态 对 吕 具 有 不 变性 ,除非 在 初始 时 刻 导 =0) 体 蒜 然 
T P RREA , ПЯ: 
| Рф Кї = 0) = Аф = 0), (2) 
则 在 以 后 任何 时 刻 (OS А РАЛЕ ААС), 
Ра) = Рет (0) 
= eH p (0) = Ает (0) 
= Аф({). (3) 


Га 1 Feynman R P. Lectures on Physics, H „ Massachusetts: Addison- Wesley, 1965. $ 3-4, 
3-9. 

[?] Weisskopf V F. Physics in the Twentieth Семигу. Cambodge, MA.: MIT. Press, 
1972.24 - 51,295 ~ 297. 
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但 有 什么 理由 要 求 (0) ЕЛЖ P EMRET 
(2) BAR Ae JE Abel 群 , 各 置换 并 不 一 定 对 易 . 例 如 | Pa, Po] à 
0. 因此 ,一般 说 来 ,全 辐 粒 了 系 的 波 函 数 不 可 能 是 所 有 Pj(i* j= 
1,2, 的 共同 本 征 态 . 庶 相 交趾 疡 2 的 本 征 态 { 对 le 对 换 , 具 有 
AFE). MAE РКЕ С 12.3 对 换 ,不 具有 不 变性 ) ,这 样 
我 们 将 遇 到 下 列 再 盾 :(a) 料 子 2 和 粒子 3 所 处 地 位 不 同 ,(b) 可 以 
区 分 粒子 2 和 粒子 3, 这 与 全 同性 概念 是 予 盾 的 .因此 , 唯 -- 可 能 
的 选择 是 .“y 是 所 有 Ps(i j=1,2,…) 的 共同 本 生态 " ,但 这 是 否 
可 能 ? 
(DERU AMERA ,体系 的 两 个 力学 量 А ЯП B 的 不 确定 度 满足 
AA -AB > 4 |ТА, 811. (4) 


HELA, B] 0, 则 : 般 说 来 .4 与 中 不 可 能 具有 共同 本 征 态 
除非 在 其 特殊 状态 下 [4 ,B. = 中 ,现在 问题 是 ;对 于 全 同 粒 子 系 ， 
是 否 存在 这 样 的 特殊 状态 ,使 下 式 成 立 

[P;, Pu] = 0б,(Ф = J = 12 N;k Z 1 = 1,2, N). (5) 
回 管 是 肯定 的 .但 只 有 两 种 状态 满足 此 要 求 , 即 完全 对 称 态 和 完全 
反对 称 礼 .它们 分 别 是 置换 群 的 两 个 - - 维 表示 的 基 舌 , 即 

完全 对 称 表示 [wj] 的 基 矢 , 记 为 Š. 

完全 及 对 称 表 示 [1*] 的 基 失 , 记 为 у^. 


асу 


ГЪ") 
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按照 其 它 Young 图 所 标记 的 不 可 约 表 水 而 变换 的 全 间 粒 于 系 的 量 
于 仿 , 郁 与 全 同性 概念 抵触 而 不 可 能 在 自然 界 中 观测 和 刘 . 这 样 ,我 
们 就 从 量子 力学 基本 原 厚 出 发 解释 了 为 什么 全 同 粒子 系 的 波 函 
数 , 对 于 所 有 置换 ,或 者 对 称 , 或 者 反对 称 . 
但 是 ,对 于 某 一 类 全 同 粒子 , 波 明 数 究 竟 应 该 是 置换 对 称 (4 
= +1), 还 是 反对 称 (4 = -1)? 从 所 有 实验 资料 的 分 析 来 看 , 波 
函数 的 置换 对 称 性 与 粒子 白 旋 s 有 确定 的 关系 , 即 
A = (р), (6) 
即 对 于 = 整数 (0,1,2,…) 的 粒子 ,1 = +1, 称 为 Bose 子 ,而 对 于 
s = ү (т, 2,3 2,…) 的 粒子 ,4 = -1, 称 为 Fenni F. 
在 量子 场 论 中 , Padi 曾经 基于 Iorentz 不 变性 利 因果 性 
( causalitv 假定 ,对 此 进行 过 论证 .分 析 表 明 ,对 于 s = 整数 的 粒子 
场 (Bose 场 ) ,必须 用 对 易 关 系 进行 量子 化 , 即 费 求 粒子 产生 和 泽 灭 
算 符 满足 下 列 对 易 式 
L ai, al | 三 аа; 一 ala; = 8, 
[а;,а;1 = lafat] = 0, ij = 1,2…， 
而 对 于 5 = РАЖАА FI wJ ui? E TTE, В 
La; at], = аа! + ала; = Š; 


= 0, ij = 1,2, 


[;,0;1, = Lal, ај. 


否则 将 违反 因果 律 . 


8.3 全 同性 的 进一步 讨论 


кзг 全 同性 与 态 量子 化 
Weisskopf 曾经 指出 1$1, 粒 于 全 同性 概 念 是 建立 在 粒子 内 豪 态 


| | 


[s] Weisskopt V F. The role of хупыпегу in nuclear, atomic , and complex structures . in; 
Fngstrim A, Stranberg H ed. Nobel Symposium 11. New York; John Wiley & Sous, 1968. 
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w + а шп = T по R т 


ЛЕ ИТЧЕ rh , TARA Dk BJ ЕШ 2 44 Fh J FE ОДА, 
大 小 ,质量 等 ) 可 议 连 续 变 化 ,人 们 总 可 以 找到 两 个 物体 的 微小 差 
异 .实际 上 ,没有 两 个 宏观 物体 (例如 两 个 星体 ,两 个 和 的 指纹 ) 可 
以 谈 得 上 “全 同 .两 个 宏观 物体 芍 性 质 , 尽 管 可 以 任意 地 接近 ,但 
完全 相同 的 几率 是 非常 小 的 .而 且 , 逢 经 典 物理 学 中 ,即使 兴 认 两 
个 粒 于 全 同 , 人 人们 还 可 以 根据 它们 的 不 同 运 动 较 道 来 区 分 它们 . 正 
是 因为 这 一 点 ,在 经 典 物 理 中 ,即使 考虑 全 同性 (实际 上 只 是 
Planck 所 说 的 “相等 性 ”(equality)) ,也 得 不 出 什么 本 质 上 新 的 结 
论 . 

与 此 不 同 ,在 量子 力学 中 ,考虑 到 微观 客体 的 波动 粒子 两 重 性 
《表现 为 测 不 准 关 系 ) ,粒子 运动 轨道 的 概念 失去 意义 ,这 就 导致 了 
“不 可 分 辩 性 ”( indistinguishability) , 这 是 “全 同性 "的 核心 , 另 一 方 
面 ,波动 粒 子 两 重 性 在 一 定 条 件 下 (例如 束缚 定 态 ) 还 会 导致 态 量 
子 化 .处 于 分 立 量子 态 的 两 个 体系 ,其 性 质 或 者 全 同 (《 阿 一 量子 
态 ) ,或 者 完全 不 同 { 厅 同 的 量子 态 ) ,中间 并 无 连续 的 过 渡 .例如 两 
个 银 原 子 , 不 管 尼 们 是 通过 什么 工艺 过 程 制 备 出 来 的 ,在 常温 情况 
下 , 银 原 子 总 是 处 于 基态 ,它们 都 具有 完全 相同 的 空间 构 形 和 各 种 
属性 ,可 以 称 得 上 “全 同 ”. 

既然 全 同性 依赖 于 态 的 量子 化 ,而 一 个 体系 的 能 级 的 量子 化 ， 
是 否 应 该 子 以 考虑 ,依赖 于 所 处 环境 点 所 讨论 的 过 程 .通常 人 人们 谈 
到 原子 的 全 同性 ,是 基于 常温 下 原子 热 运 动能 量 还 小 于 上 暴 内 部 油 
ЖИЕ. ЕТСЕ, 一 BE0) ,Eo 是 原子 基态 能 量 ,El 是 第 一 激发 态 能 量 ， 
此 时 原子 内 部 运动 实际 上 完全 凉 缚 ,所 有 原子 实际 上 前 处 于 基态 ， 
因而 可 以 视 为 “全 同 .可 以 想到 ,在 高 温情 况 下 ,例如 T ~ 10°К 
(~10eV) ,原子 将 有 - : 定 概 率 处 于 激发 态 ,而 不 同上 原子 可 以 处 
于 不 同 的 激发 态 ,此 时 很 难说 两 个 原 上 ле а а]? ,因而 把 它们 视 
为 全 同 来 讨论 其 "全 同性 "导致 的 影响 ,就 设 有 多 大 实际 价值 .对 
于 分 子 , 特 别 是 生物 大 分 子 , 由 于 它们 的 激发 { 振 动 , 转 动 等 ) 能 级 
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很 低 , 即 使 在 常温 下 ,分 子 也 可 能 有 一 定 概 率 处 于 激发 态 ,此 时 讨 
论 它们 之 间 的 “全 同性 * 及 其 所 产生 的 影响 就 没有 多 大 意义 . 
8.3.2 全 同性 是 可 观测 量 


应 该 强调 ,全 同性 并 非 只 是 一 个 抽象 的 概念 ,而 是 一 个 可 观测 
量 . 前 面 已 提 到 ,由 于 粒子 的 全 同性 ,全 同和 区 粒子 系 的 状态 要 受到 
很 强 的 限制 ,并 导致 不 同 的 统计 规律 (Bose 统计 或 Femi 统计 ) .全 
同性 作为 一 个 可 观测 量 , 相 应 的 守恒 里 即 统计 性 .这 里 强调 的 是 对 
极 太 量 全 同 粒 子 组 成 的 体系 的 统计 性 质 ,例如 液 毛 (*He) 在 极 低 温 
下 出 的 Bose 克 聚 .但 全 同性 的 表现 是 极为 )“ 泛 的 ,有 很 多 新 的 现 
象 和 领域 还 有 待人 们 去 探索 .以 下 就 нА аж ТАТА 
题 再 加 以 讨论 . 

全 同性 可 以 导致 粒子 之 问 -种 新 的 作用 力 , 妈 交换 力 , 是 -种 
量子 效应 ,无 经 典 对 应 .如 果 没 有 这 种 交 疯 力 , 人们 就 很 难 理 解 字 
宙 中 稳定 存在 的 这 样 多 分 子 , 例 如 是个 电子 ,如 它们 的 自 旋 平行 
(或 者 说 处 于 自 旋 三 重 态 ), 则 其 空间 相对 运动 波 函 数 (tr) 对 于 
rer Йй ,г = (ri - ro) 一 -了 必须 反对 称 , 册 -mr)= (г). 
因此 y(t0) =0, 即 两 个 电 广 在 空间 位 置 重 营 的 几率 为 0., 这 表现 为 
粒子 之 间 有 一 种 排斥 力 , 以 阴 正 两 个 粒子 靠近 ,这 也 是 Padi RE 
在 坐标 表象 中 的 表现 .与 此 相反 ,如 两 个 电子 白 旋 反 平 行 ( 自 旋 单 
态 ), 则 两 个 电子 的 空间 相对 运动 流星 数 必 须 对 于 ria r, 交换 对 
称 , 在 此 情况 下 ,不 仅 yy (0) 0, 府 旦 两 个 电子 靠近 的 概率 很 大 , 形 
成 一 种 稳定 的 空间 构 形 ,这 就 是 共和 价 键 形成 的 机 制 ,是 量子 理论 的 
重大 成 号 之 一 . 

FFE H, 分 子 的 转动 谱 . 氢 原子 核 ( 即 质子 ) 的 自 旋 为 1⁄2, 
是 Femi 子 . 当 两 个 原子 核 空间 坐标 交换 时 ,Е, А, СЇ] 38 X 
坐标 R < R- Ry 一 站 ,相应 的 球 坐 标 К—=К,@—-=т— 0,p-=m + 
多 ,因此 空间 转动 该 函数 Fr) 一 Jr 一 Drt+ 和 和)》= 
(—1)®Ү м8, op) 考虑 到 整个 波 函 数 ( 自 旋 . 空 间 部 分 ) 的 交换 反 
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对 称 性 , 当 H, 分 子 的 两 个 氢 原 子 核 处 于 自 旋 单 态 (3 =0,{НҖ) 
时 ,上 上 尽 为 偶数 0,2,4,… ,说 处 于 自 旋 二 重 态 (5=1, 正 氢 ) 时 ,= 
1,3,5, .考虑 到 了 两 个 原子 核 之 间作 用 力 的 主要 部 分 与 旧 旋 无 关 ， 
А S 可 视 为 近似 好 基于 数 .在 光 茎 迁 过 程 中 , 正 氢 分 子 和 仲 氢 
分 子 来 不 及 转化 .自然 界 中 正 氢 与 促 氨 分 子 数 日 之 比 为 3:1, 因 此 
正 所 分 子 转动 谱 线 强度 为 仲 氢 的 3 售 , 形 成 拨 分 子 转动 谱 线 明暗 
交替 的 现象 ,这 已 为 实验 让 实 . [1 


{9】 参阅 : 曾 遵 言 .量子 力学 #1 .北京 ;科学 出 版 杜 ,1990.635. 
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一 维 势 阱 的 束 兽 能 级 与 
透射 振幅 的 极点 


一 般 量 子 力学 教材 中 ,对 十 一 维 势 阱 的 束缚 态 问题 和 透射 问 
题 ,往往 在 不 同 章节 中 分 别 按 不 同 的 边 条 件 求解 不 会 时 
Schrödinger 方程 来 处 理 . 初 学 普 很 少 把 它们 联系 起 来 .三 维 势 场 的 
束缚 态 与 散射 振幅 的 和 极点 的 关系 ,在 一 些 专著 中 已 有 详细 讨 
论 501. 散 射 振 幅 作 为 粒子 能 量 (动量 ) 的 函数 , 旭 解 析 延 拓 到 复 居 
平面 上 ,就 会 发 现 ,束缚 能 级 位 置 所 在 [六 : ,下 是 散射 振幅 极点 ,但 
反之 不 一 定 成 立 ， 

为 师 补 … 般 教材 的 不 中 ,以 下 就 ЖЕМ, о Но 
振幅 ,然后 解析 证 拓 到 复 k 平面 (下 噶 轴 上 ), 找 出 其 极点 位 置 , 并 
与 束缚 能 级 比较 ,以 加 深 初 学 者 对 两 类 问题 的 密切 关系 的 印象 . 
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38А Уу туйн f AbT ó ЗЕР 
Иба) =- Уй х), (у> 0), (1) 


(1] 例如 ,Newton К С. Scangering Theory of Waves and Ратісіех. New York: MeCraw- 
Hill, 1966. Nussenzweig Н М. Causality and Dopeman ецш. New York: Academy Press, 
1972_Sprung D W L, Wu Н. Am.J.TPhy. ,1995,64;136. 

МЕЛ SRANDA PREA АЕ ЯКЫ = ПО КУШЙ Т ра Ж, ЕС Н.Ж F EE pR 
表明 :5 ТЕЗ EL F Meh АА yi x] pi. T K 58 25 TE Da e И 1 89 ка wP МУ T Më 2 (virtual 
state ) й BF 9 29 45 ( ani-bourxd sate) E PIEN JERI М ЕЗШЕ a XT hw Г ЈЕ 
(ЖЖ ка БЕЛЕ BJ HE bbz E JER EBR SO). -ERS S HB H r r pq T дж ‚НИЕ 
振幅 和 和 反射 振幅 ， 

‚228. 


Schrödinger 方程 可 表示 为 
PCa) = (E+ Y8(2)) g(x). (2) 
在 xF0 处 ,上 式 化 为 
TAES =- EF pa). (3) 


在 4=0 点 %(z) 连 续 ,但 不 可 徽 . (2) 式 两 便 对 «积分, lim | dx , 
得 | 
229 о), (4) 
ЖЕЙ р Оо АЕ 以 下 先 讨论 束缚 态 , 然 后 讨论 散射 态 
БЁЛЕ Ж. 

RASCE <0) 

在 xz0 处 ,束缚 态 形式 为 mx) ~e* 记 ,8=v -ImE/h. ŽE 
到 8 势 的 反射 对 称 性 , ИС <) = V(x) ,而 - . 维 东 缚 态 是 不 简 并 
的 ,所 以 它们 必 具 有 确定 的 宇 称 . 
先 讨论 个 守 称 态 , 波 函数 展 式 为 


ф' (0°) - 0007) =- 


Се, x 0 
_ 5 
glx) H x < 0 (5) 
RARER (А), TEH 8 = тулк ETR h EERTE ft 
_ £F _ mz 
„8 ад (6) 


由 归 一 化 条 件 可 求 出 | Ci = /8 = 1 L, L= Ату A 8 ЗЕ 
长 度 . 这样 , 偶 宇 称 能 量 本 征 态 可 点 示 成 


| аи 
pix) = /Fe ， (7) 
#FOKTHQHE SF КЕК ДЕ. ШУ РА POE zk HI F 


[2] заа. B FJ) АЕТ dm PE EE , 1990.108. 
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Ae F, x > б, 

А pio RERI), 8 А = 0, В (х) = 0. ВТУ 8 Sk BLAS 
在 奇 宇 称 东 缚 态 . 从 物理 上 来 看 ,这 是 很 合理 的 ,因为 8 势 阱 在 
х = 人 0 处 无 作用 ,而 对 于 奇 宇 称 态 ,中 - x)= – ф(х), 9 (0) = 
0, 即 粒子 在 x =0 点 的 概率 为 0, 因而 不 受 疾 势 嘲 的 影响 ,所 以 不 
能 构成 束缚 态 . 

ны нинде a BUER Ра RRES ДЯ 
RAR. 


BHEE >0) 
ЖРА АЙ ЁРЕ ЖСН ЖЕК ОМ 
ez + Веі, ях < 0 
= 9 
роо = N АР (9) 
k = Z 2mb 7k. 


人 射 ` 反 射 和 透射 流 密 度 分 别 为 = Адиль, | Ко AlS | v. es 
x = 站 处 (х) ФС) ЕЛЕ РЕА), P| $B th 


1+8 = 8, 
_ 2ту 
1-й = 5 + ikk2' 
两 式 相 加 ,得 透射 振幅 
S = (1 + my/ikh2) 1, (10) 
因而 
ту ту 
к=8-1=- + m). (11) 
由 此 可 求 出 透射 系数 
m y -i ту? -1 
812 = (1 + 2525] = [! +) , (12) 
和 反射 系数 
_my mY 
Rl = (i ZE) = 1-15. (13) 
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映 (10) 趟 可 以 看 出 ,如 解析 延 拓 到 五 <0, 期 复 开 平面 , 则 会 发 
PRES EDS S 的 极点 位 于 
k = imy/h2, (14) 
相应 的 能 量 值 为 
E = hm =- my2/2k°, (15) 
它 正 是 束缚 定 态 的 能 量 (6). 换言之 ,束缚 能 级 所 在 ,相应 于 透射 振 
Ma AE OERE k W E). 
# 259 (т) 7 <0),5 极点 让 于 负 虚 下 轴 上 上 ,它们 并 
不 相应 于 束缚 能 级 (1 势 急 不 存在 束缚 能 级 ). 
”应 该 提 到 ,透射 系数 | $1? y ERY OARA, F 
ВЛЕЕ Е 单调 上 升 ,不 出 现 共 拓 透 射 现象 ,这 与 方 势 阱 不 
ЕЈС, $ 9.2). 
还 庶 注意 , 几 (x) 的 不 连续 性 并 不 一 定 导致 流 密 度 的 不 连续 
性 . 按 式 (9) 及 (4) 
0007) =1+R= Š = (0°) 


0" (07) = ikl- R) = iks -E S, 
PLO) = 105 2 g (05). 
但 流 密度 产 = ре (z) (а) рх)" 0), 
00") = 2 |s|2, 
А007) = – 24| 5 "(5 ~ ZZ s) - astam] 
= Esl? = (0+). 
IPL H Е х=0 лд, (>) КЕЕ H ; 是 连续 的 . 
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考虑 对 称 方 势 阱 
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- Fo, [zl < а42, 
М(х) = | | (1) 
0, |x] > a2. 
ВЕСЕ > ОМА А Ў, РЕАК К 
ei + Кеті, х <- a⁄2 
pla) = m + Bee | xl < аЛ (2) 
Se, x > а/2 
k = mE ,ke = /2m(E + Voh. (3) 
ЖМ х= + a/2 R lx) W(x) 的 连续 性 ,可 定 出 系数 A. B, А 
和 5S, 其 中 透射 振幅 5 Fa F Kati 


Зе = | cosk'a - iE k ) sinka | _. (4) 


k F 
透射 振幅 的 极点 与 束缚 能 级 
作 和 解析 延 拓 到 E< А8 E> - Vo k DAZ), nj А 
出 5 的 极点 由 下 式 确 定 


7 (E K) ainka = О. 


coska 一 n + По 
由 此 给 出 
r ҮК k 
tanka = 2 L + =). (5) 
利用 tan2x = 2/(cotx 一 tanx), 可 得 
k'a ka (Ко k 
соё 57 一 tan 2 - а). (7) 
ERA EJ ZH fE 
tan ka = ;二 (ea Ба = т), (8) 
ka k f ka .FE 
cot > = iz [tan > =Ë), 


Z к=, = — 2mE/h AX, WERK 
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Елап ES = б, 


, (9) 
k‘ col Ња = 一 В. 
Е С ЗЕ А TE. 
共振 能 级 
RD, 粒子 透射 几率 为 
T= |8|?— [1 + HE - А | sirk'a] ü 
СТГ Е күү! , 

= [1 + араа (+) . (10) 


ЕУЕН КК, ТОКУУ ЕУ РЕЛЕ, RE 9.1. [DI А, Чапа 
=0 时 ,粒子 完全 透 过 方 势 里 , ТОЕ) = 1, 称 为 共振 透射 ,条 件 是 
К'а=пһпт,п =1,2,3,°°. ШН F £ AMPAT A = 2z/k' Ж 
表示 . 则 为 

n> (A72) = a( 共 振 条 件 ). (11) 


el 


Ü | Е 


图 9,1 方 势 时 的 透射 概率 T(E) 随 粒子 能 量 
的 变化 示意 图 . ТСЕ) = 1 相应 的 能 量 为 共 
ЖАВ. 
ЖЕ ‚Жу FA КЕШ BEBE ИП 2 BJ , Bz Pa PS 3 ih ВЕН БЕ BJ 3B 
位 相同 , A iA Н ДИ AK , ЁН ИЧкИ. H hj ,粒子 能 量 
A ( PA ВЕЛЕ ЖШ) 
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Е + Va = rehma’). (12) 

x tp k IR PS y sh Ej: rh r ВЕЕ RASER) nowa. 与 无 限 

Л ЖЕЕ rh Fr rk; Ж 28 НЕ Л |8), ТЕН FE Pë Jy ЗВЕР Н Р 

在 有 原 允 条 束缚 能 级 .事实 上 ,当量 子 数 二 足够 大 ,使 严 >D, 即 天 

> 2mVoa2/ h2 时 ,相应 的 n( 正 整数 ) 态 即 构 成 共振 态 ( 而 不 再 是 
ЖЭЙ Дх). 

对 于 方 势 阱 (1), 当 У со, а 0, {А Voa = y, MFS 


势 阱 - 78(Cx). 此 时 透射 系数 (10) 式 中 (1 у 2mVo/h2) 
— i ka a 22 ‚вш [vy 2mVoa2/h2 1 


4 六 (1+ 六) 
= 20. sil 2 | У 2ту? 
Ea | = 4Ea Vok 
_ ту 
28%? 
因而 
ту” -! 


与 8 势 附 的 透射 系数 ( 见 859.1(12) 式 ) 完 全 粗 同 . ЖЕЙН F , HR 
条 件 ( 见 (11) 式 ) 不 再 满足 ,所 以 势 时 不 出 现 共 振 透 射 . 


9.3 65 势 阱 + 半壁 无限 高 势 合 


у(х) „ [27% +8), х < Ü a) 
©, x > О, 
RASE <0) 
令 有 =v —2mE/t , ЖИ ДУ РЕ $ ERA 
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—?#(х-++а› 


图 9.2 
e, x <— a 
ф(х) = 14(e ef), — a < x.< Ü (2) 
0, x > ©. 


М x= 一 a ф(х) (х) ВКЛ Ж, BJ 48 
её 2 Ale” 一 е), 


8е-® -Me + еа) = Y ep. 
消去 4 ,得 

(1-5) е = Cem , D. (з) 
上 式 还 可 改写 为 

еба -天 

(1-2) =- 6 а =- cothpo， (3) 
AP L= h/m 为 8 势 阱 的 特征 长 度 , (3) 式 即 确 定 束缚 能 级 的 
方程 . 


东 缚 定 态 存 在 的 条 件 ( 上 ~0-); 当 E—0- 时 , Ba 一 0+ .利用 
„т ‚ BacothBa = 1,43) 式 化 为 1+0+ =2a/L, B 24/1. > 1. B 21 Р 


在 束缚 态 的 条 件 为 


а > Ё. (4) 
当 a— olf, ба w ,cothfa—>l, (GORA A B = 1⁄L = myrk’, 
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因而 
(5) 


EI ЗЕЕ p — З ЖЭНЕ. НАК R ДЕШ ЖИР ЕЕ, а= 
о Б, ЗАЕС АА a 势 阱 能 级 的 影响 完全 消失 . 


НЕСЕ > 0) 
Фо k= /2тЕ/% ‚АА: АРВ НОЕ ВА ЖСН] RRR 
е^ + Ке“, x <— a 
ф(х) = (Ale e), a < x 0 (6) 
О, x > 0. 


x= — a КОС) Б p BRERA 
е-Не + Rele = А(е-Че _ etay, 
ik(e 2 _ Re) ikd(e e еа) (7) 
= FAO + Rey, 


消去 4 ,得 
е + Ке! _ еба 一 e _ (8) 
(ж E e [a + 28] pau em e) 
解 出 КУЧ 


(i 一 zm) (eb _ 1) - jikle t ру 


ik(1 + е) + [ik + 2 + 一: у (1 - _ Quy. 


my -ety (9) 
ila, + е^) + (1 + 217. (1 — ма у] 


Ж АЖЕ ЖЕ £ <0(X АЕТ), 5 k= iñ,8 =. -2mE/h, W R H: 
点 位 置 由 下 式 确 定 
(re 9) = e 2) = 0. (10) 
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与 (3) 式 相同 . 
共振 态 (E > 0) 
散射 态 (6) 式 中 ,性 虚 到 概率 守 凡 ,要求 i1R| =S Rae, 
(8 ЗЕ), (б) дир ЕРДИ нА) ERAF) 
sini ke + 9), x<-a 
(х) = 445 ， — a < x < Ü (11) 
О, x > б. 
H х= 一 & Ж об) 0 М (КАР 38 PF ,得 
sint ka — ё) = Asinka, 


cos( ka — ô) — Acoska = — 2-Авіпда, (12) 
入 消去 人 
-|1- Z sin2ka + asim a] . (13) 
从 (12) 武 消去 4 , 则 得 
tan{ ka — 8) = — a 
1 一 Аш, 
—n 1 
pp = ka - arctan| 1 _ 2 2 anka (14) 


当 l/kL>>1 B, — J 全 入 1. 但 在 粒子 能 量 合适 的 情况 下 ， 
sinka = 0, BH 
ka = пт, п = 1,2,7 (15) 
则 42= 1. Iki НЕ ДЖ ЖЕРЕН E| - a < x < 0] KA, B H gu 
ARR. 


94 半壁 无 限 高 方 势 阱 


| D, x < — а 
V(x) = - Fos — а < x < Ü (1) 
©, x > Ü 
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束缚 态 ( - Ке < E < Ü) 
令 有 8=w —2mE/h „Б =. 2т(Е + У), 8] Ж 58 ЖОЙ РЫ СЕ 
示 为 


ex, x <— а 
ф(х) = зш. - a < x < 0 (2) 
0, x > ©. 
H x= ~ a Сх) y (a ERRI, 48 
e —— Asinka, (3) 
Be Ë = kAcoska. 
消去 4 ,得 
{tanka = 一 гҮ (4) 


是 确定 k (EIR RER E= - Vo + K Am 51%. НА ЕВИ 
存在 束缚 能 级 的 条 件 》? 为 531 
Foa? > FA Bm. (5) 
НАСЕ > 0) 
£ 2 тЕ/Ь = Iml E + Vok , 则 散射 态 ( 从 左 入 射 ) 
波 郴 数 可 表示 为 


[з] SR YEE. ШТ ЛЕ 着 工 .北京 :科学 出 版 社 ,1990.92. 
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е!” + Re **, х<-а 


р(х) = VAsinkx,, -а< x < 0 (6) 
О, x > 0 
H х= 一 外 w(x) 及 ф(х), 19 
eka + Бе? ш— Asinka, 
-ik ik (7) 
ik’ {ee Реа) = Akcoska. 
消去 4 ,得 
—1К'а ik'a “т! 
e" + Rett _ ik 
e fe = ~ Кава. (8) 
ВЕЈН R 
一 iE lanka — 1 ш 
R- La ee (9) 
ій 
一 р tanka + Í 


解析 延 拓 到 E <0( 复 ЕЕ), 5 k'= in, =. —-2тЕ/ЬҺ И R 
点 由 下 式 给 出 


2 tanka + 1 = O, (10) 


与 (4) 式 相同 . 
BEEE >O) 
(6) 式 中 令 А =e (8 实 ), 则 yw(x) 可 改写 成 (去 掉 一 个 无 关 
紧要 的 常数 内 Г) 
siní k'x + 8), x <-— a 
ф(х) = {АыпЁх, -acre (11) 
0, x > Ü 
AA х= - a RE (x) p (x) EESE 28 ËF 45 
si йа — 6) = Asinka, 
cos( k'a — б) = Š Acoska. (12) 
消去 人 ,得 
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2 -1 
А? = | si ka + тоова | . (13) 


HRE = 1) 的 条 件 为 


| k’ 
sin ka + j racos ka = і, 


Вр 
sir? ka 1 - 1) = (1 а Ë). (14) 
МЧА Fotil k зе КШ, EAH вш ka = 1, 即 
ka = (n + Tm, n = 0,1,2,*…. (15) 
相应 能 量 为 
Е, =- ТЕСЕУ = 0,1,2,0. (16) 
对 于 n=0, 有 
Eo =- Vo + 205. (17) 


E Vor hk Bme, M) <0, 芭 可 山 现 束缚 能 级 (参见 (5) 式 ). 
95 06% H 


Ух) =— у[ё хна) + 5(x -Gy > 0. (1) 
RSE < 0) 
由 于 VRAE ЯКЕ, ПП НЕ 28 Д МЛ ЗЕ, ТЕГҮ [i] 
必 具 有 确定 宇 称 . 令 8=v -2 于, 则 偶 宇 称 态 可 表 忆 成 


Ae”, x <— @ 
ф(х) = teh ue 15| < a (2) 
Ае-®, x > @. 


根据 *= – a Сх) y (x RERI, A 
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Ae f = е ё + еб, 


ВАе ёа — В(е ё – ей) = SY дес. з) 
消去 4 ,得 
2 е“ ей le _ 
ВЕ} = ей уе T] a ea = tanh Ва, 4) 
AF L= h/m. 上 式 还 可 改写 成 
т = Ba(tanhña + 1). (4) 
可 解 出 W = 1 + ee 能 量 本 征 值 Е = - 起 ppm = 
„Ва 由 aA/L й. 
对 于 奇 宇 称 态 ,类 似 有 
27 = = BalcothBa + 1). (5) 
АЈ, Н QL = 1- e P {ЕДЕ Ж, ЕНЕ PJ Jy Ж 
e 2 = + (1 — ВЕ), et = (1 - BL), (6) 
方程 的 有 解 条 件 的 详细 讨论 ,参见 11 
散射 态 { 瑟 > 人 
令 玉 =V2mE/#, 则 散射 态 ( 从 左 入 射 ) 波 函数 可 表示 成 
е” + Re х <— а 
ф(х) = {Дей + Не”, |х < а (7) 
Se, x > G. 


根据 * = +a (х) (ЕАД, IE ЖИ R.A. B 
和 5,8% 
KE 
5 = [GY + ikLY её] ' 


(8) 


[4 】 RED, SHE. BL T ^Р 21 EN 38 pG 5 ТВТ Ех. ВЕЗА Н ЛЫР, 1988.36 ~ 
38. 
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AHP L= Amy. PATERE E< kY, TRN S 极点 位 
F.S k=if B=. -2тЕ/Һ , MR U hr st dH TA th 


(1- BLY = 6%, (9) 
与 (6) 式 相同 . 
96 Ж 
Fis x < Ü 
Их) = +0, Ü < x < z (1) 


У, x > a, > И) 
Y; 


图 9.4 
东 缚 态 (0< E < V) < V) 
S В = V 2m(V, -EVA ,8, =v 2m( V, – Е), k = 1тЁ/Һ, 
WISE ЖИК РАСИНГ АЎ 


Ae, x < 0 
у(х) = š Csinkx + Deosix, 0 < x < а (2) 
Bef, x >а. 
H х= ОЖ а (х) y СЕЖЕ 45 
А = Рр, (3) 
В.А = ЕС, (4) 
Beh’ = Csinka + Deoska, (5) 
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- @Be t" = k(Ceoska ~ Dsinka). (6) 
(3),(4) 式 代 人 (5),(6) 式 消去 C sI D .W.H(5)⁄(6) ,得 
В, 


1 7 sinka + coska 
T B ` Bicoska ~ ksinke’ 
改写 成 
tanka = Баа Ва. (7) 
此 即 确 定 束 缚 能 级 的 方程 ， 
散射 态 ,分 两 种 情况 : 


(1) E> > V, > 0, kı = ОСЕ СУ), k = kz = 
V 2m( Ë - V,)/h , WE Pa Sr E ЛЫ 


её + Кет", х < 0 
(х) = { Дсоѕќх + ВвпЁх, 0 < x < а (8) 
Seis, x > a, 
ТЕ x=0#la 处 g(x) 及 由 连续 的 条 件 可 得 出 
1+ Ё = А, 


ik (l — R) = kB, 
Seikae = Acoska + Ввхп Ка, 
| 1Ёз8е'*® = - kAsinka + kBooska. 
消去 4,8B8,5, 可 得 
ш (+ R)tanka + 10] - R) 


(1 + R) + Hiq — R)tanka | 
解 出 R. 
_ tankal kiko — К) + ik( ki — h) (9) 
|  tanka(k ik, + ЕЁ) + ikCk + ka) 
ЖӘ) E < Vi < (2 А, 6 FH), E k = iñi, ka = iñ, M] R 
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的 极点 位 置 由 下 式 确 定 ， 
tankal- 818 + Е) – ЕВ + 65) = 0, 


El! 
tanka = үг (10) 
与 {7) 式 相同 . 
(2) у, < E< V, 
ЖЖ РА 075 2) 
etit + Rei, x < 0 
р(х) = { Acoskx + Bsinkx, Ü < x < a (11) 
Seh", x > б. 
边 条 件 为 
+ R = А, 


ikl- R) = KB, 
Sec б" = Acoska + Bsinka, 
— BSe bh” = – kAsinka + kBeoska, 
消去 4,B8,5 ,得 
_ kliki + 22) + ПА — k2)tanka (12) 
kliki — В) + ОА, + k’ tanka ` 
解析 延 拓 到 E < V, < V,( k EH), a =i M КАА 
由 下 式 确定 ， 
Bik + Bak 
tanka = 1-88” (13) 
也 与 (7) 式 相同 . 
E> Vy > 仙 >0 情 况 的 另 一 种 解法 . 波 函 数 形式 取 为 
ehit + Reih”, х < O 
ф(х) = {Ае + Ве, О < x< u (14) 
Se", x >а 
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DRA 


Ha 一 R) = А 一 В, 
(15) 
Де! Ве‘ _ Чез" 
A ea _ Бег! = вање. 
HH í 15) zÉ Bij BN zÇ u] Н 
А = 1-0 + k/k) + Ra _ k/k), 
(16) 
В - 5a _ k/k) + RCI + kk). | 
H(45)3K КО Н 
А = тее + kykjes, 
(17) 
B- е (1 _ k./kyehaS, 
比较 {16) 与 (17) 式 ,得 


(1+ Ак) + (1- BOR = eC + Ае", 
(1-5) + (1+ ИОВ = "C — Ь/&)е*!"8. 
消去 КУБ 
S[ C1 + k Zk)(1I Ауе — (1 БК) С — КҺ/Е)е l еб 
= (1 + kk)? — (1 ДЕ). (18) 
S 的 极点 位 置 由 下 式 给 出 
(1+ ЬЕ) + Ке“ = (1 — АЕ) — ке, 


Ш 


BI: 


аа | 19 
Ë ИКЕ Or kk (19) 


S Б =Й,» sih, ERRA 
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(k? – Bib) + ik(Bi + B>) ika pi 
= в) kB th) ° ° 
所 以 
ete = (k? — Piba) + ik(B + 8), (20) 
因而 


sinka = КВУ 
p [Cr 一 8.8.) + к? В; + В)? 1° 


_ КОВ, + 2) _ 
[С + FR) + 85) 1 


_ БО В, + p.) 


p 2түҮ, 2mV; 
h? h 


ka = nz – arcsin — — — arcsin — 
iTi 2түҮ, x 2 Y. 


(21) 


由 此 可 得 出 151 


(22) 


9.7 ЗЕ V(x) = - Vosech m 


考虑 粒子 对 势 阱 
V(x) =- Vosech” эрх (1) 
的 散射 . ВВЕЛ ЛЕ А BF, ВЕЕ E > 0. Schrödinger 方程 为 
2 
_ (х) -- Vosech mapka ) = Ефбх). (2) 
А k= /2mE/h , koc  2mVo/h , W| E zü АМИ 


(Cx) + Í këseeh) + к) (x) = 0. (3) 
IEP ЖОЕ Ж, 


[ 5) Landan, Lifshitz. {шалдын Mecharues , Non - relatiistic Theory. 3rd. ed. New York: 
Pergamon Press, 1077.66. 


- 246 ` 


ф(х) = (вест ) р(х), (4) 


a = аа - 1] Эс) 
代 和 人 (!(3) 式 ,经 过 和 伺 绍 计 算 ,可 以 得 出 
2 

px} – 4зА1апһпдр'(х) + ТА А? + 17) ф(х) = 0. (5) 

EFREM, ЖЕЛЕ ЛУ Ba 
до=— sh тү, (6) 
经 过 仔细 计算 ,方程 (5)rj 化 为 超 几 何方 程 
2 
z(1- a$ [5 = 2А) |92 (а. 25) = 


(7) 
ЗЕЛЕНИХ 


(1—4) © Ж +[y- (a +B + 10а] de - app = 0 (8) 


比较 ,相当 于 
y = 1⁄2,a +B +1 = 1-2A,ə8 = À? + PAP, 
即 
y = 10,0 =-— À +ik/27,ß =a" = - А -ik29. (9) 
因此 方程 (7) 的 两 个 线性 独立 解 可 以 表示 为 
pi(z)= F(A + ik/27, - А — 1/29,1/2,2), 
ф(х) = У ТаТЕС А + 4020р + 102, – А —1Ь21}— 102,30, к). 
(10) 
Е(а, В, У.х) A RJL K A 
方程 4) 的 一 般 解 可 表示 为 
Ф = Субсһх) фу + C,( chy: ) 2, (11) 
Ci 9 С 由 边 条 件 人 确定 . AE, А JLE P Sk PJM ITA. 


当 x 一 一 © .ah 了 = 二 (er етт) Te" об 
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chr = Leer +e F) “уе” T+ 


z= – Ни >- 


考虑 到 
] = 
Flagra) = 1a D 0 + 
不 便于 讨论 z-> ао ЙТ дун ЗЇ 3 Ж 
Fla ,B,y, s) 
= T а) z) “Flaa + 1 — Y,a +l- В, 18) 
+ KNP — 8) 


tTO а) С 20 EB + 1- yR + 1 а, М) 
就 很 方便 。 当 х= — 60 ,|/5 +0, Fia, В, y. 172) 1. AH 


| 1 23-19 
一 区 |2 A-ikAn _ | _ 1 д. 
(— z) “= (5 nr) | Lem) 


1 2A— kn 
Еа | _ 1) е24 + 1Ёї 
= > ‚ 


(chy) — (етт) = AR, 


Ф 


КИИ? 


ha Fr( -1 - zp) T ad -#) B 
| +} rG) 
B= 


ШОЕ, g =a) x>- e HJ, 


(chx) АЕ — À + 27， PET 
《一 | AÍ 一 ту + Bi 一 үш 
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KMA a – Ф 
(chp) > ур ТЕ -À + 


7 
аА а "©, 
AIP 
, г( 3 }г(— iksn) 
rf- + ) ADE 1-4) Ж 
г{ + }г(/]) 
的 
因此 ,zx >- oR}, 


pO) Сад adl- 1) ев 


+ (C B- C; B:)| 一 1) em] (14) 


H, а + Bj, 


ф(х) ( — pal (CA + А15) Н? ike 


tk 
十 { 181 + C2B2) (省) еше] . (15) 
ЖШТ АГА RERA, ЗЕК х = + % 时 只 有 右 行 波 , 所 以 
СА, + Cala = D. (16) 


HI C = - АСА. МЕРА (14) (15), АКР R 


EB + OGB? АВ АВ, ? 
Сб + biba А 1222 
D= GA GL To 2AA, `: (17) 
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用 41,42, Bi, B 代入 上 式 ,并 利用 (93 
Г{)Г(1 — z) = isinmrz， 


Г(2:) = 22-15101 :)Г( = + 2), 
可 求 出 
shak) _ 


I sh’ (nk/n) + соз? <Í 2А + > )] 


sh (пка) 


= (18) 
(п/р) + cos? 


ПЧ l 

> Rè 
将 此 结果 解析 延 拓 到 E < 0 K, 5 А = іс, кг = -2тЕ/Һ*. 注意， 
віск = isinre/ 2] ‚ W A Эй 8 ДЕ WS 48 sa Tu ТЕ 


віп (та) = TEN А22 + 1 (19) 
BI! 
. 8 ті, 
віплк/р = + TE 22 + 1 (20) 
所 以 
/Smfo _ 
хк/т = (n + Ir- > ү +1, л = 0,1,2, 
即 
一 2 1 1 ёт 
— 一 —— — — 1 
N 2 E (n+ 5) 了 2.2 * 
-2 
__ Жр 了 上 SmVo| _ ... 
E =- 2m (a+ 5) - 2 № 1+ Һр ъ= 0,1,2, 
(21) 


[6] i]: Mose Р M ,Feshbach Н. Methods of Theoretical Physics. New York; McGraw- 
Hill, 1953.424, A (45-51). 
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这 正 是 势 阱 V(x) = - Vosech? yx 中 的 东 缚 能 级 571 


оз 一 维 氨 原子 
Vix) = 一 TT. (1) 
能 量 本 征 方 程 为 
2 
- Èy (a) - Терк) = Ep(x), (2) 


其 束缚 定 态 和 能 级 的 解 , 参 见 文 献 L12j,p,307. 以 下 讨论 散射 态 ( 吾 
> 人 0) 解 . 取 自 然 单位 和 = m=xk=1. 令 玉 =v 2E, 方 程 (2) 化 为 (4 > 
OKH) 


g + 2y + fy = 0. (3) 
与 求解 三 维 所 原子 相似 , 令 
ф(х) = хе uix), (4) 


可 得 
xu"(x) + (2 — 2ikx)u (x) — 2018 - lu(x) = 0. (5) 
EERE, G = 2ks MERA 
1 


+ (о-&)$Е- [1 - Z) = 0, (6) 


属于 合流 超 几 何方 程 ,相应 参数 y = 2, a =1- lk. T y 为 正 整 
ku. Т Ж НЕШ БА ТЕ | ë | — ww 的 渐 近 行为 ,可 把 и 表示 成 于 殉 
围 道 积 分 ( 见 文献 [5]App.d.8 式 ) 


Fla, у, ё) = S| ac 一 £) "E Yde, (7) 


[7] 3. ter Hax D. Problems in Quantum Mechanics. New Yark; Academie Press, 
195 HA: EERS ETAF AME ДЕШ; ш ЖЕ A ЕЛЕЕ, 1990.93 — 04. g Ш, 
本 书 第 4 章 ,附录 2. 
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C 分 别 取 为 绕 上 =0 和 t+=z 的 同道 Ci 和 C2( 图 9.5), 所 得 积分 为 
方程 (35) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 


图 9.5 
方程 (3) 的 道 解 可 长 示 成 (文献 [5]App.d.14. 式 ) 
(x) = кеі o 392 


Га yt её" a 'GÍy —a,l — а, ё) 


repo йт E "Gla, a — Y+], - 6}, 
(8) 
AP ср 与 cz HAITE, ID 
Сба,8,&) = гару (1 + F) еш. (9) 


当 2— = ВЈ, 


С(а, BE = 1 + 512 + баз PED 1 (10) 


H£ = 2ik RAA, (а= l+ /k,1l- a= - Vk ,y=2,y-— a= 
l-i/k,a -y+1=i/k,T(2)=1,x/ë = 2k) ,得 


ua 
_ A l ye p aS 
= суе = E) Е! (Zika "CCl — k, — VE 21Ах) 
— kx 1 vk Loa `)... 
+ оет руу VA ` КЕ Pika) CO + ЕЕ, — 2ikx). 


(11) 
假设 粒子 从 左 入 射 , 则 在 x >0 区 只 有 右 行 波 ,应 取 c, =0. 因 此 ， 
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在 x*>0 区 (透射 波 ) 
ё(х) ~ е Ктр zz Cik) GC - Vk, —Vk,2ika) 
s> ike [1 .1 
€ TP(I + i/k) Zik 
ПЕТЕ ЕП £ <0( k F 8), к= 18,8 = -2E, 则 散射 波幅 
援 点 位 置 由 和 1-178) -0 mE. АТД 1 1/8 = 0, -1 -2,…，, 即 
1/Ё= п.п =1„2,3, ,和 


(2ikx) ^. (12) 


E =- 98 =- 1012, п = 1,2,3,, (13) 
H Bl — E їн ГДЕ Z: д (ЖЕ ЖОЙ Л, — HE Sí А-4 НЕ 
Eo= - o), 与 根据 束缚 态 边 条 件 直接 求解 能 量 本 征 方程 所 得 结 
RAD 一 维 氢 原子 能 级 公式 ( 除 基 态 外 ) ,与 三 维 所 原子 相 
同 . 们 每 条 能 级 { 除 基态 外 ) 都 是 : 重 简 并 ,一 为 偶 宇 称 态 , 另 -- 为 
РЕК. 


[8 1 Loudon Е. Ат. J. Phys. , 1957, 27.65419. 
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